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1 Einfiihrung

1.1 Was ist Statistik?

A\ Definition “Statistik”

Die Statistik ist ein mathematisches Gebiet, das sich mit der Sammlung, Zusammenfassung, Analyse und Inter-
pretation von Daten befasst. Ihr Zweck besteht darin, Informationen aus Daten zu extrahieren, um Entscheidun-
gen zu treffen.

= )|, G

01001011
11011100

Interpretatlon Eg%é’ Entscheidung

(((%

Daten Information Wissen

Die Statistik spielt eine wichtige Rolle in jeder wissenschaftlichen oder technischen Disziplin, die mit Datenarbeit
zu tun hat, besonders bei groflen Datenvolumen, wie z.B. Physik, Chemie, Medizin, Psychologie, Wirtschaft oder
Sozialwissenschaften.

Statistik...

« verschafft Uberblick.

* bringt Ordnung ins Chaos.

» gibt Sicherheit.

* quantifiziert mogliche Fehler.
» ermoglicht Entscheidungen.

1.1.1 Warum ist Statistik notwendig?

» Eine sich dindernde Welt: Wissenschaftler versuchen die Welt zu studieren. Die Welt ist hoch variabil, was es
erschwert, das Verhalten von Dingen vorherzusagen.

* Variabilitit: Diese Variabilitit ist der Grund, warum Statistik existiert. Sie dient als Briicke zwischen der realen
Welt und den mathematischen Modellen, die diese Welt erklaren mochten. Die Statistik bietet eine Methode zur
Beurteilung der Unterschiede zwischen Realitit und theoretischen Modellen.

* Evidenzbasierung: wissenschaftliche Beweise (Evidenz) sind mathematische Beweise. Wenn beispielsweise
die Uberlegenheit von Anwendung A gegeniiber Anwendung B gezeigt werden soll, muss dies mathematisch
erfolgen. Statistik ist ein Dialekt der Mathematik, der hierfiir verwendet werden kann.

1 von 187



1 EINFUHRUNG

1.2 Population und Stichprobe

Definition “Population”
Eine Population ist eine Gruppe von Elementen (z.B. Menschen), die durch eine oder mehrere Eigenschaften
definiert sind. Diese Eigenschaften treffen auf jedes Element zu und sind nur bei ihnen vorhanden.

Definition “Grundgesamtheit”

Die Anzahl der Individuen in einer Population wird als Grundgesamtheit bezeichnet und durch N dargestellt.

Manchmal sind nicht alle Individuen fur die Studie erreichbar. Dann unterscheiden wir zwischen:

» Theoretischer Grundgesamtheit: Die Individuen, auf die wir die Studienergebnisse iibertragen mochten.

* Beforschbare Grundgesamtheit: Die Individuen, die wirklich in der Studie erreichbar sind.

1.2.1 Vollerhebung

Wissenschaftlerinnen studieren ein Phdnomen in einer Bevolkerungsgruppe, um es zu verstehen, um Wissen iiber es
zu erlangen und es dadurch mdglichst zu kontrollieren.

Allerdings ist ein vollstdndiges Verstandnis der Grundgesamtheit nur dann moglich, wenn alle ihre Individuen studiert
werden (so genannte “Vollerhebung”). Doch dies ist aus mehreren Griinden nicht immer mdéglich:

* Die Population ist zu grof3, um sdmtliche Individuen untersuchen zu kénnen.
 Die Interventionen, denen die Individuen unterzogen werden, sind geféhrlich oder schidlich.

» Die Kosten — sowohl in Bezug auf Geld als auch Zeit —, die notwendig wiren, um alle Individuen in der Bevol-
kerung zu studieren, sind unverhaltnismafBig hoch.

1.2.2 Stichproben

Wenn es nicht moglich oder zu aufwendig ist, alle Individuen einer Population zu studieren, untersuchen wir nur eine
Teilmenge von ihnen.

Definition “Stichprobe”

Eine Stichprobe ist eine Teilmenge der Population.

Definition “Stichprobenumfang”

Die Anzahl der Individuen in einer Stichprobe wird als Stichprobenumfang bezeichnet und mit n dargestellt.

Definition “Proband”

Probanden sind Menschen, die sich freiwillig dazu bereit erklért haben, an einer Studie teilzunehmen.

Im Allgemeinen werden Studien anhand von Stichproben, die aus der Grundgesamtheit entnommen wurden, durchge-
fiihrt.
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Zwar bieten die Ergebnisse einer Stichprobenanalyse nur Anndherungen iiber die Gegebenheiten in der Grundgesamt-
heit, doch in den meisten Fillen ist dies ausreichend.

1.2.3 Bestimmung des Stichprobenumfangs

Eine der interessantesten Fragen, die sich stellen, lautet:

Wie viele Probanden werden bendtigt, um eine Stichprobe zu ziehen, die annehmbare Aussagen tiber die
Grundgesamtheit zulésst?

Die Antwort hingt von mehreren Faktoren ab, wie z.B. der Variabilitét innerhalb der Population oder der gewiinschten
Zuverlassigkeit fiir Schlussfolgerungen iiber die Grundgesamtheit. Im Allgemeinen gilt jedoch:

Je groBer die Stichprobe ist, desto zuverlassiger werden die Schlussfolgerungen iiber die Grundgesamtheit
sein, jedoch wird die Studie dadurch ldnger und teurer werden.

@ Beispiel

Um zu verstehen, was “ausreichende” Stichprobe bedeutet, konnen wir ein Beispiel mit einem Bild verwenden.
Eine digitale Fotografie besteht aus vielen kleinen Punkten (Pixel), die in einer grolen Matrix aus Zeilen und
Spalten angeordnet sind. Je mehr Zeilen und Spalten vorhanden sind, desto hoher die Auflosung des Bildes. In
dieser Analogie entspricht das Bild der Grundgesamtheit und jeder Pixel stellt ein Individuum dar. Im Bild hat
jeder Pixel eine Farbe, und es ist die Variabilitit dieser Farben, die das Motiv des Bildes bildet.

Wie viele Pixel miissen wir in einer Stichprobe aufnehmen, um das Bild erkennen zu kdnnen?

Die Antwort hingt von der Variabilitit der Farben im Bild ab. Wenn alle Pixelex im Bild dieselbe Farb haben,
reicht nur ein Pixel aus, um das Motiv zu kennen. Wenn es eine hohe Variabilitdt in den Farben gibt, wird ein
groferer Stichprobenumfang benétigt.

Die unten stehende Abbildung enthilt eine kleine Stichprobe von Pixeln eines Fotos. Kénnen Sie das Motiv des Bildes
erkennen?

L

i il = A

]

Abbildung 1.1: Mit einem kleinen Stichprobenumfang ist es schwierig, das Bildmotiv zu ermitteln!

Wahrscheinlich ist es Thnen schwer gefallen das Motiv zu erkennen, weil die Anzahl der ausgewéhlten Pixel in der
Stichprobe zu gering ist, um die Farbenvielfalt im Bild zu verstehen.

Die nichste Abbildung unten enthélt eine groere Stichprobe. Konnten Sie das Motiv des Bildes jetzt erkennen?
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Abbildung 1.3: Originalauflosung

Der Vollstindigkeit halber enthdlt nachfolgende Abbildung alle Pixeln der Grundgesamtheit.

Es ist hdufig nicht erforderlich, alle Pixel eines Fotos zu verwenden, um das Motiv zu erkennen!

1.2.4 Typen des logischen Denkens

Deduktive Eigenschaften: Wir schlieBen vom Allgemeinen auf das Spezifische. Wenn etwas in der Population vor-
handen ist, dann ist es auch in der Stichprobe vorhanden. Diese Art des Schlussfolgerns bringt keine wirklich neuen
Kenntnisse, sondern verifiziert lediglich die Vorannahmen.

Induktive Eigenschaften: Wir schlieBen vom Spezifischen auf das Allgemeine. Wenn etwas in der Stichprobe vorhan-
den ist, muss es zwar nicht zwangsldufig in der Grundgesamtheit vorhanden sein (also vorsichtig mit Extrapolationen).
Allerdings ist dies der einzige Weg, um neue Kenntnisse zu generieren.

Die Statistik basiert grundlegend auf der induktiven SchluBweise, weil sie die Informationen, die von Stichproben
gewonnen wurden, verwendet, um Riickschliisse liber die Grundgesamtheit zu ziehen.
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Population

Hﬁ‘i, 1

Vom Allgemeinen

Vom Spezifischen

zum Spezifischen zum Allgemeinen

Deduktion

Stichprobe

1.3 Sampling
A\ Definition “Sampling”

Sampling beschreibt den Prozess, wie Elemente der Grundgesamtheit (Probanden) in die Stichprobe aufgenom-
men werden.

gt 3 pikdh 1
WW

Population Stichprobe

Um zuverldssige Informationen tiber die Grundgesamtheit zu erhalten, muss die Stichprobe reprdsentativ sein (siche
hierzu von der Lippe (2002) (2011)). Das bedeutet, dass die Stichprobe die Variabilitdt der Grundgesamtheit auf klei-
nerem Malstab nachbildet. Das Ziel des Sampling ist es, eine solche Stichprobe zu erhalten (was streng genommen
nur bei Zufallsstichproben mdglich ist, siche von der Lippe (2002), (2010))!
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1.3.1 Stichprobentypen

Es existieren viele Samplingmethoden, doch diese erzeugen immer eine der beiden nachfolgend genannten Stichpro-
bentypen:

» Zufallsstichprobe: Die Individuen der Stichprobe werden zufillig ausgewahlt. Jedes Mitglied der Grundge-
samtheit hat dabei die selbe Chance, ausgewéhlt zu werden.

+ keine Zufallsstichprobe: Die Individuen der Stichprobe werden nicht wirklich zuféllig ausgewahlt. Einige Mit-
glieder der Grundgesamtheit haben eine hohere Chance ausgewéhlt zu werden als andere.

@ Beispiel “Gelegenheitsstichprobe”

Sie wollen das Durchschnittseinkommen Threr Stadt ermitteln. Hierzu begeben Sie sich zum Hauptbahnhof, und
befragen dort zufdllig 100 Personen. In diesem Fall handelt es sich nicht um eine Zufallsstichprobe, da nicht
alle Einwohner Threr Stadt (Grundgesamtheit) die selbe Chance hatten, von Thnen befragt zu werden. Jedes
Individuum, das nicht zu Threm Befragungszeitraum am Hauptbahnhof war, hatte eine Samplingchance von 0%.
Man spricht in diesem Fall auch von einer Gelegenheitsstichprobe, weil Sie “nur” diejenigen befragt haben, die
“gerade da waren”.

Die meisten klinischen Studien sind Gelegenheitsstichproben. Man nimmt die Patienten, die gerade auf Station
liegen.

Nur Zufallsstichproben konnen einer gewissen Représentativitit nahe kommen.

Nicht-zufillige Stichproben eignen sich nicht zur Generalisierung, da sie wahrscheinlich von den Gegebenheiten in
der Grundgesamtheit abweichen. Dennoch gibt es gerade in der klinischen Forschung héufig keine andere Mdoglichkeit
zur Probandenrekrutierung.

1.3.2 Einfache Zufallige Stichprobenentnahme

Die beliebteste zufillige Samplingmethode ist die einfache zuféllige Stichprobenentnahme, die folgende Eigenschaften
aufweist:

1. Chancengleichheit: Jedes Individuum in der Grundgesamtheit hat die selbe Chance zur Auswahl.

2. Ziehen mit Zuriicklegen: Die ausgewihlten Individuen werden zuriick in die Grundgesamtheit gegeben, bevor
das néchste Individuum ausgewahlt wird. Auf diese Weise bleibt die Population wéihrend der gesamten Entnah-
me unverédndert.

3. Unabhéangigkeit: Die Auswahl eines Individuals ist unabhéngig von der Auswahl anderer Individuen.

Die einzige Moglichkeit, eine Zufallsstichprobe zu ziehen, besteht darin, jedem Mitglied der Population eine eindeu-
tige Identifikationsnummer zuzuordnen (was einem Zensus entspricht) und danach eine zufillige Auswahl vorzuneh-
men.

1.4 Statistische Variablen

In jeder statistischen Untersuchung interessieren wir uns fiir bestimmte Eigenschaften oder Merkmale von Individu-
en.

Definition “Statistische Variable”

Eine statistische Variable ist eine Eigenschaft oder ein Merkmal, das bei den Individuen einer Population gemes-
sen wird.
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KorpergroRe
1,72 m

Haarfarbe
braun - -

-
nr

@S cevicht 72,4 kg

Definition “Daten”

Die Daten sind die tatsdchlichen Werte oder Ergebnisse, die fiir eine bestimmte Variable erhoben wurden.

1.4.1 Skalenniveau
Eine Skala dient dazu, irgend etwas einzuteilen, zu ordnen oder zu sortieren. In der Statistik unterscheiden sich die 3
Skalen in ihrem Informationsgehalt und in der Moglichkeit der statistischen Auswertung.

Laut der Art ihrer Werte und ihrem Skalenniveau lassen sich Variablen wie folgt unterscheiden:

* Qualitative Variablen: enthalten keine numerischen Werte, sondern 7ext.

— Nominal: Es gibt keine natiirliche Reihenfolge zwischen den Werten. Beispiel: Haarfarbe oder Geschlecht.

— Ordinal: Es gibt eine natiirliche Reihenfolge zwischen den Werten. Beispiel: Die Wochentage oder
Schulnoten, oder alphabetisch sortierte Nachnamen.

* Quantitative Variablen: messen numerische Werte.

— Maetrisch: alles, was man messen oder zdhlen kann.

% Diskret: Die Werte sind isolierte Zahlen (hdufig ganze Zahlen). Beispiel: Die Anzahl der Kinder
oder Autos in einer Familie.

# Kontinuierlich: Die Werte konnen jeden Wert in einem reellen Intervall annehmen. Beispiel: Korper-
grofle, Gewicht oder Alter eines Menschen.

Qualitative und diskrete Variablen werden auch als kategoriale Variablen bezeichnet, und ihre Werte entsprechen Ka-
tegorien.
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Statistische Variablen

Qualitativ Quantitativ

Kontinuierlich

Nominal

Haarfarbe Rangliste Anzahl Kinder GréBe
Geschlecht FuBballtabelle Anzahl Handys Gewicht

Familienstand KleidergréBe Anzahl Bicher Alter

1.4.2 Nominalskala

Bei einer Nominalskala (lat. Nomen = Name, Bedeutung) entsprechen die erhobenen Werte nur einer Art von Etikett,
“man gibt dem Kind einen Namen”, ohne dass irgendeine Wertigkeit oder Reihenfolge zugrunde liegt. Man kann auch
sagen, dass Objekte oder Ereignisse in Kategorien eingeteilt werden, die sich gegenseitig ausschlieBen. Entweder hat
ein Objekt ein bestimmtes Merkmal oder nicht.

@ Beispiele fiir nominalskalierte Daten

* Geschlecht (ménnlich, weiblich, ...)

» Augenfarbe (blau, griin, braun, ...)

» Korperbau (leptosom, pyknisch, athletisch, ...)
* bestanden (ja, nein)

1.4.3 Ordinalskala

Zusétzlich zu den Eigenschaften der Nominalskala unterliegen Daten einer Ordinalskala (lat. Ordinatus = Ordnung,
ordentlich) einer vorgegebenen Reihenfolge oder Rangfolge.

e Beispiele fiir ordinalskalierte Daten

+ Steigerung (gut, besser, am besten)
* Schulnote (sehr gut, gut, befriedigend, ausreichend, mangelhaft, ungeniigend)
+ Siegerchrung (erster, zweiter, dritter)

1.4.4 metrische Skala

Das hochste Niveau besitzt die metrische Skala. Die Werte unterliegen nicht nur einer Reihenfolge, benachbarte Werte
weisen auch gleiche Absténde auf.
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@ Beispiele fiir metrische Daten

» Lebensalter in Jahren
* Gewicht in kg

» Linge in cm

* Lohn in Euro

I Unterschied zwischen metrisch und ordinal

Die Absténde bei z.B. Schulnoten sind nicht gleich bzw. konstant! Darf man sich beispielsweise fiir die Note 1
nur drei Fehler erlauben, sind es bei der Note 2 schon sieben, und fiir die Note 3 schon zwanzig Fehler!
Die Leistungsdifferenz zwischen den Noten ist also nicht konstant!

1.4.5 Waihlen der passenden Variablen

Manchmal kann eine Eigenschaft auf verschiedene Arten gemessen werden.

@ Beispiel Rauchen
ODb ein Mensch raucht oder nicht kdnnte auf folgende Weise gemessen werden:

* Raucht: Ja/Nein. (Nominal)
* Rauchstufe: Nichtrauchen/uniiblich/méafBig/quasi/heftig. (Ordinal)

* Anzahl der Zigaretten pro Tag: 0,1,2,... (Diskret)

In solchen Fillen sind quantitative Variablen gegeniiber qualitativen vorzuziehen, kontinuierliche Variablen werden
den diskreten vorgezogen und ordinalen Variablen werden nominalen vorgezogen, da sie mehr Information liefern.

Nominal Ordinal Disgkret Intervall Ratio

Laut ihrer Rolle in der Untersuchung unterscheiden wir:

» Unabhiingige Variablen: Variablen, die nicht von anderen Variablen abhéngig sind. Sie werden im Experiment
oft manipuliert, um ihren Einfluss auf eine abhingige Variable zu beobachten. Sie werden auch als Pradiktions-
variablen bezeichnet.

» Abhiingige Variablen: Variablen, die von anderen Variablen abhéngig sind. Sie werden im Experiment nicht
manipuliert und werden auch als Ergebnisvariablen bezeichnet.

@ Beispiel

In einer Studie iiber das Leistungsniveau von Studierenden in einem Kurs sind die Intelligenz der Schiiler und
die tigliche Lernzeit unabhingige Variablen, wéihrend die Note im Kurs eine abhingige Variable ist.

1.4.6 Arten statistischer Studien

+ Experimentelle Studien: unabhingige Variablen werden manipuliert, um den Einfluss dieser Anderung auf die
abhéngigen Variablen zu beobachten.
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@ Beispiel

In einer Studie iiber das Leistungsniveau von Studierenden bei einer Priifung manipuliert die Dozentin bestimmte
Rahmenbedingungen im Priifungsraum. Sie bildet zwei oder mehr Gruppen mit unterschiedlichen Rahmenbe-
dingungen (z.B. Kekse und Getrinke zur Verfiigung stellen) und vergleicht die Ergebnisse beider Gruppen.

* Nicht-experimentelle Studien: unabhéngige Variablen werden nicht manipuliert. Das bedeutet nicht, dass es
unmoglich wire, sondern dass es entweder praktisch nicht moéglich oder ethisch nicht vertretbar wire.

@ Beispiel

In einer Studie interessieren sich Forschende fiir den Einfluss von Rauchen auf Lungenkrebs. Wéhrend es mog-
lich ist, Menschen dazu zu bitten, zu rauchen, um den Einfluss dieser Tatigkeit auf ihre Lungen zu studieren, wire
es jedoch ethisch hochst fragwiirdig. In diesem Fall konnen die Forschenden zwei Gruppen von Menschen un-
tersuchen: Raucher und Nichtraucher, und deren Lungenfunktionen und Krebsquoten miteinander vergleichen.

1 Merke

Experimentelle Studien ermoglichen es, einen kausalen Zusammenhang zwischen Variablen zu identifizieren,
wihrend nicht-experimentelle Studien nur Beziehungen oder Verhéltnisse zwischen Variablen identifizieren kon-
nen.

1.4.7 Datentabelle
Die Variablen einer Studie werden bei jedem Individuum der Stichprobe gemessen. Das ergibt eine Datensammlung,
die iiblicherweise in tabellarischer Form angeordnet wird und als Datenstrom bezeichnet wird.

In dieser Tabelle enthélt jede Spalte Informationen zu einer Variablen, wihrend jede Zeile Informationen zu einem
Individuum enthélt.

"] Beispiel

Name Alter Geschlecht Gewicht (kg) Grofle (cm)
Anna Tomie 42 W 85 179
Bud Zillus 31 M 115 173
Dieter 27 M 79 181
Mietenplage

Hella 29 \W% 60 170
Scheinwerfer

Inge Danken 36 W 57 158
Jason Zufall 54 M 96 174

1.5 Phasen einer statistischen Untersuchung

Eine statistische Untersuchung durchlauft meist die folgenden Phasen:
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. Die Studie beginnt mit einer vollstindigen Planung, in der die Studienziele, die Population, die zu messenden
Variablen und der benétigte Stichprobenumfang festgelegt werden.

. Anschlieend wird eine Stichprobe aus der Population gezogen (Sampling), und die Variablen werden bei den
Individuen der Stichprobe gemessen (was die Datentabelle ergibt).

. Der néchste Schritt besteht darin, die Informationen der Stichprobe zu beschreiben und zu zusammenzufassen.
Das ist die Aufgabe der deskriptiven Statistik.

. Anschlieend werden die erlangten Informationen auf ein mathematisches Modell projiziert, das beabsichtigt,
die Vorgénge innerhalb der Grundgesamtheit zu erkléren. Das Modell wird auf seine Giiltigkeit {iberpriift. Dies
ist Aufgabe der inferentiellen Statistik.

. SchlieBlich wird das validierte Modell verwendet, um Vorhersagen zu treffen und Schlussfolgerungen fiir die
Grundgesamtheit zu ziehen.

Stichprobe Kennwerte
O
%ﬂ%‘ Deskriptive Statistik
2 1

Sampling
Inferentielle Stat.

1' i
!
7]

Population Modell

Abbildung 1.4: Der statistische Kreislauf
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2 Haufigkeitsverteilungen

2.1 Deskriptive Statistik

Die deskriptive Statistik ist der Bereich innerhalb der Statistik, der sich mit dem Darstellen, Analysieren und Zusam-
menfassen von Informationen in einer Stichprobe beschéftigt. Nach dem Samplingprozess ist dies der nichste Schritt
in jeder Studie und besteht meist aus folgenden Teilen:

1. Ordnen und Klassifizieren der Daten sowie Einteilung in Gruppen.
2. Tabellarische und grafische Darstellung der Daten nach ihrer Haufigkeit.

3. Berechnung numerischer MafB3zahlen, die die Informationen in der Stichprobe zusammenfassen (Stichproben-
statistiken).

I Merke

die Stichprobenstatistik hat kein Inferenzpotential, weshalb keine Verallgemeinerungen auf die Population ange-
wendet werden sollten!

2.2 Haufigkeitsverteilung

2.2.1 Stichprobenklassifizierung

Das Studium einer statistischen Variablen beginnt mit der Messung der Variable bei den Individuen der Stichprobe
und der Klassifizierung der Werte. Es gibt zwei Weisen, Daten zu klassifizieren:

+ Klassifizierung ohne Klassierung: Sortieren der Werte vom kleinsten zum grofiten (wenn eine Reihenfolge
existiert). Diese Methode wird bei qualitativen Variablen und diskreten Variablen mit wenigen eindeutigen
Werten verwendet.

* Klassifizierung mit Klassierung: Gruppieren der Werte in Intervalle (Klassen) und Sortieren dieser Intervalle
vom kleinsten zum grofsten. Diese Methode wird bei kontinuierlichen Variablen und diskreten Variablen mit
vielen eindeutigen Werten verwendet.
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Héufigkeiten
zahlen

2.2.2 Haufigkeiten

A\ Definition “Haufigkeiten”
Bei einer Stichprobe mit n Werten der Variable X konnen wir fiir jedes =, bestimmen:

1. Absolute Hiufigkeit (n;): ist die Anzahl, mit der ein bestimmter Wert x, in der Stichprobe auftritt.
2. Relative Hiufigkeit (f;): ist das Verhaltnis der Anzahl eines bestimmten Wertes ; zur Gesamtanzahl
der Beobachtungen in der Stichprobe.

n.:
J i EZ
3. Kumulative absolute Hiufigkeit (/V,): ist die Gesamtanzahl der Werte in der Stichprobe, die kleiner oder
gleich z, sind

4. Kumulative relativeHiufigkeit (F}): ist das Verhdltnis der kumulativen absoluten Haufigkeit zur Ge-
samtanzahl der Beobachtungen in der Stichprobe.
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2.2.3 Haufigkeitstabelle

Die Menge der Werte einer Variablen mit ihren jeweiligen Haufigkeiten nennt man Hdufigkeitsverteilung, und sie wird
iiblicherweise als Hdufigkeitstabelle dargestellt.

Tabelle 2.1: Haufigkeitstabelle

kumulierte kumulierte relative
Variable X absolute Hiaufigkeit relative Hiufigkeit absolute Haufigkeit Hiufigkeit
Ty n J1 N, F
Ly n; i N; F;
Lk ny Tx Ny F

e Beispiel: Kinder in Familien

Die Anzahl an Kindern wurde bei 25 Familien wie folgt erhoben:

1,2,4,2,2,2,3,2,1,1,0,2,2,0,2,2,1,2,2,3,1,2,2,1,2

Die Haufigkeitstabelle fiir die Anzahl an Kindern in der Stichprobe ist

Tabelle 2.2: Kinder in Familien

Ty 1y i N, F;
0 2 0.08 2 0.08
1 6 024 8 032
2 14 056 22 0.88
3 2 0.08 24 0096
4 1 004 25 1.00

> 25 1.00

2.2.4 Klassierung

@ Beispiel KorpergroBe
Von 30 Studierenden wurde die KorpergroB3e wie folgt gemessen:

179,173, 181, 170, 158, 174, 172, 166, 194, 185, 162, 187, 198, 177, 178, 165, 154, 188, 166, 171,
175,182,167, 169, 172, 186, 172, 176, 168, 187.

Die dazugehorige Héaufigkeitstabelle wire sehr lang, da sich nur sehr wenige Werte wiederholen. Es ist daher {iblich,
Werte aus bestimmten Bereichen in so genannten “Klassen” zusammenzufassen.

Definition “Klasse”

Eine Klasse ist die Menge samtlicher Messwerte, die innerhalb festgelegter Grenzen liegt. Diese festgelegten
Klassengrenzen werden durch den kleinsten und den grofiten Messwert einer Klasse gebildet. Die Klassenmitte
ist das arithmetische Mittel aus beiden Klassengrenzen. Die Klassenbreite ist die Differenz der Klassengrenzen.
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Bei der Klassierung sollten grundsétzlich folgende Regeln beachtet werden:

» die Anzahl der Klassen sollte nicht zu gro3 und nicht zu klein sein. Als Fausregel kann die Klassenanzahl
auf \/n bzw. log,(n) gelegt werden. Fiir das Beispiel der KorpergroBen von 30 Studierenden gergeben sich
V30 = 5,48 ~ 5 Klassen.

+ die Klassen diirfen sich nicht iiberschneiden und miissen den gesamten Wertebereich abdecken. Ob die Intervalle
links offen und rechts geschlossen sind oder umgekehrt, spielt keine Rolle.

* Der kleinste Wert muss in der ersten Klasse liegen und der grofte Wert in der letzten.

* Die Klassengrenzen werden mir runde und eckigen Klammer angegeben. Eine eckige Klammer bedeutet, dass

der nachstehen Wert in die Klasse eingeschlossen wird, eine runde Klammer schlieBt die nebenstehende Zahl
aus.

* (oder ) bedeutet grofler oder kleiner als.

* [ oder ] bedeutet grofBer-gleich oder kleiner-gleich.

* bei (und ) gehort der Wert nicht mehr zu der Klasse.
* bei [ und ] gehort der Wert zu der Klasse.

Eine Haufigkeitstabelle der klassierten Kdrpergrofen mit 5 Klassen sieht so aus:

Ty Ny i N; F;

(2 (2

(150,160] 2 0.07 2 0.07

(160,170] 8 027 10 0.34

(170,180] 11 036 21 0.70

(180,190] 7 023 28 0.93

(190,200 2 0.07 30 1.00
Y 30 1.00

2.2.5 Haufigkeitstabellen qualitativer Daten

@ Beispiel Blutgruppen
Bei 30 Studierenden wurden die Blutgruppen wie folgt bestimmt:

A,B,B,A,AB,0,0,A,B,B, A, A,A,A,AB, A, AA,B,0,B,B,B,A, A A 0,A, AB, 0

Die Haufigkeitstabelle der Blutgruppen ist:

Ty Ny i
0 5 0.16
A 14 047
B 8 0.27
AB 3 0.10
> 30 1

O Warum gibt es keine kumulativen Werte in der Tabelle?

Da es sich um nominale Werte handelt, gibt es keine natiirliche Reihenfolge. Theoretisch gébe es 24 Kombina-
tionsmoglichkeiten, um eine Reihenfolge zu erzwingen. Diese sind aber alle aussagelos.
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2.3 Diagramme

Haufigkeitsverteilungen werden iiblicherweise auch grafisch dargestellt. Abhingig von dem Typ der Variablen und ob
die Daten klassiert wurden, gibt es verschiedene Arten von Diagrammen:

* Sdulendiagramm
» Histogramm
* Liniendiagramm

» Kreisdiagramm

2.3.1 Saulendiagramm

Ein Séulendiagramm besteht aus einer Reihe von Balken, einem fiir jeden Wert oder jede Kategorie der Variablen, die
auf einem Koordinatensystem dargestellt sind. Ublicherweise werden die Werte oder Kategorien der Variable auf der
x-Achse und die Héufigkeiten auf der y-Achse dargestellt. Fiir jeden Wert oder jede Kategorie der Variablen wird ein
Balken in der Hohe seiner Frequenz gezeichnet. Die Breite des Balkens ist nicht wichtig, aber die Balken sollten klar
voneinander getrennt sein.

Abhingig von dem Typ der auf der y-Achse dargestellten Haufigkeit erhalten wir verschiedene Arten von Séulendia-
grammen. Manchmal wird ein Polygon, bekannt als Frequenzpolygon, gezeichnet, indem die Spitzen jeder Bar durch
gerade Linien verbunden werden.

Absolute Haufigkeit der Anzahl an Kindern Absolute Haufigkeit der Anzahl an Kindern
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Anzahl Kinder Anzahl Kinder

2.3.2 Histogramm

Ein Histogramm ist &hnlich wie ein Sdulendiagramm, aber fiir klassierte Daten.
Die Klassen oder Gruppierungsintervalle werden iiblicherweise auf der z-Achse dargestellt, und die Haufigkeiten auf
der y-Achse. Fiir jede Klasse wird ein Balken in der Hohe seiner Frequenz gezeichnet.
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2 HAUFIGKEITSVERTEILUNGEN

kumulative absolute Haufigkeit der Anzahl an Kindern kumulative absolute Haufigkeit der Anzahl an Kindern
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Im Gegensatz zu Sdulendiagrammen entspricht die Breite eines Balkens der Breite einer Klasse, und es gibt keinen
Platz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Balken. Abhingig von dem Typ der auf der y-Achse dargestellten Haufig-
keit erhalten wir verschiedene Arten von Histogrammen. Manchmal wird ein Polygon, bekannt als Frequenzpolygon,
gezeichnet, indem die Spitzen jeder Bar verbunden werden.

Absolute Haufigkeit der Kérpergrol3e Absolute Haufigkeit der Kérpergrol3e
] . 8 ] /\
5 | / \
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10

Absolute Haufigkeit h;
6
|

Absolute Haufigkeit h;
6
|

[ T T T T 1 [ T T T T 1
150 160 170 180 190 200 150 160 170 180 190 200

GroRe (cm) GroRe (cm)

Das kumulative Haufigkeitspolynom (fiir absolute oder relative Haufigkeiten) wird als Ogive bezeichnet. Beachten
Sie, dass in der Ogive die rechte obere Ecke jeder Bar mit der Linien verbunden wird, anstatt des mittleren Punkts,
weil wir die akkumulierte Haufigkeit einer Klasse nur am Ende des Intervalls erreichen.

2.3.3 Kreisdiagramm

Ein Kreisdiagramm (auch Tortendiagramm) besteht aus einem Kreis, der in Scheiben geteilt ist, einer fiir jeden Wert
oder jede Kategorie der Variablen. Jede Scheibe wird als Sektion bezeichnet, und ihr Winkel oder Gebiet ist propor-
tional zur Haufigkeit des entsprechenden Wertes.
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2 HAUFIGKEITSVERTEILUNGEN

kumulative absolute Haufigkeit der Kérpergrol3e kumulative absolute Haufigkeit der Kérpergrofl3e

30

25
25

20
|

kumulierte absolute Haufigkeit H;
15
|
kumulierte absolute Haufigkeit H;
15 20
|

10

10

I T T T T 1 I T T T T 1
150 160 170 180 190 200 150 160 170 180 190 200

GRO&Re (cm) GRO&Re (cm)

Tortendiagramme kdnnen absolute oder relative Haufigkeiten darstellen, aber nicht kumulative Haufigkeiten, und sie
werden bei nominalen Variablen verwendet.

Fiir ordinal oder quantitative Variablen ist es besser, Sdulendiagramme oder Histogramme zu verwenden, weil es
einfacher ist, Unterschiede in einer Dimension (Lange der Balken) wahrzunehmen als in zwei Dimensionen (Gebiete
der Sektionen).

Relative Haufigkeit der Blutgruppen

0,
A 46.67% 016.67%

B 26.67%
AB 10%

2.3.4 Verteilungsformen

Wenn wir metrische Daten erheben, wie z.B. die Anzahl der Krankenhausaufenthalte, dann stellen wir diese Daten als
Haufigkeitstabelle oder Sdulendiagramm dar.

Dabei nehmen die Diagramme haufig typische Formen an.
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2 HAUFIGKEITSVERTEILUNGEN

relative Haufigkeit f;

relative Haufigkeit f;
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2 HAUFIGKEITSVERTEILUNGEN

2.3.5 Glockenkurven

KorpergrofRe Frauen KoérpergroRe Manner
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Die Glockenkurvenverteilung tritt so héufig in der Natur auf, dass sie als Normalverteilung oder Gaufische Vertei-
lung bekannt ist.
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2 HAUFIGKEITSVERTEILUNGEN

Gauld'sche Glockenkurve
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2 HAUFIGKEITSVERTEILUNGEN

2.3.6 Liniendiagramme

Liniendiagramme (auch Polygonziige) eignen sich, um zeitliche Verldufe darzustellen — und sollten auch nur dafiir
verwendet werden.

Anteil immobiler Bewohner

g
B —
o™
S
5 -
AN
S
5 -
—
S -
Te}
S
o
[ [ [ [ [
2011 2012 2013 2014 2015
Anteil immobiler Bewohner Anteil immobiler Bewohner Anteil immobiler Bewohner
35% A 99% -
30% 1 80% - 30% -
25% -
20% 60% -
15% - 40% - 25% -
10% - /\o/’
50 - 20% -
O% L T T T T T O% L T T T T T 17% L T T T T T
2011 2012 2013 2014 2015 2011 2012 2013 2014 2015 2011 2012 2013 2014 2015

O In allen drei Diagrammen sind identische Werte abgetragen. Durch die unterschiedliche Skalierung der y-
Achse entsteht aber ein sehr unterschiedlicher Eindruck.
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2 HAUFIGKEITSVERTEILUNGEN

2.4 AusreiBBer

Eines der grofiten Probleme in Stichproben sind Ausreifler, also Werte, die sehr von den restlichen Werten der Stich-
probe abweichen. Es ist wichtig, Ausreiler zu identifizieren, bevor man irgendwelche Analysen durchfiihrt, denn
Ausreifler verzerren meistens die Ergebnisse.

an
Ausreisser

Ausreifler tauchen immer am Ende der Verteilung auf und kdnnen mit einem Box-und-Whisker-Diagramm leicht iden-
tifiziert werden (wie spéter gezeigt wird).

2.4.1 AusreiBerhandhabung

Bei groflen Stichproben haben Ausreiler weniger Bedeutung und kdnnen unbeachtet gelassen werden. Bei kleinen
Stichproben gibt es mehrere Optionen:

» Entferne die Ausreifier, da es sich um fehlerhafte Werte handelt.

* Ersetze die Ausreifier durch den kleinsten oder grofiten Wert in der Verteilung, der selbst kein Ausrei3er ist.
» Lasse die Ausreifier, und dndere das theoretische Modell, so dass die Ausreifler erkldrbar werden.
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3 Stichprobenstatistik

Die deskriptive Statistik hat zum Ziel, empirische Daten durch Tabellen und Grafiken iibersichtlich darzustellen und
zu ordnen, sowie durch geeignete grundlegende KenngroBen zahlenméBig zu beschreiben.

Eine Tabelle oder Grafik informiert {iber die gesamte Verteilung eines Merkmals mit seinen Auspriagungen. Demge-
geniiber sagen statistische Kenngroflen etwas iiber spezielle Eigenschaften der Verteilung aus.

» Lagekenngrofien: beschreiben Stellen, an denen sich die Daten konzentrieren oder die die Verteilung in
gleiche Teile unterteilen.

 Streuungskenngrofien: messen die Ausbreitung und Variabilitit der Daten.

* Formmalfle: messen die Symmetrie und den “Schwanz” der Verteilung.

Diese Werte werden auch genannt Stichprobenstatistiken genannt.

Die zahlenméafBige Darstellung durch statistische KenngroB3en beruht auf einer Reduktion der Daten. Die Gesamtheit
des Datenmaterials wird hierbei durch typische Vertreter reprisentiert.

3.1 LagekenngroBen

Es werden zwei Gruppen von Lagekenngrofen unterschieden:

» Zentrale Lagewerte messen die Werte, an denen sich die Daten konzentrieren, meist im Zentrum der Verteilung.
Diese Werte sind diejenigen, die die Stichprobe am besten darstellen. Die wichtigsten sind:

— Arithmetisches Mittel (Mittelwert)
— Median

— Modal (Modus)
* Nicht-zentrale Lagewerte teilen die Stichprobe in gleichgrof3e Teile. Die wichtigsten sind:

— Quartile.
— Dezile.

— Perzentile.

3.1.1 Arithmetischer Mittelwert

Definition “Arithmetisches Mittel z”

Das arithmetische Mittel (umgangssprachlich Mittelwert) einer Variablen X ist die Summe der beobachteten
Werte in der Stichprobe geteilt durch die StichprobengroBe n und wird durch das Symbol T (sprich “x quer”)
dargestellt.
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3 STICHPROBENSTATISTIK

2T

n

T =

Er kann wie folgt auch aus der Haufigkeitstabelle berechnet werden:

n ! !

In den meisten Féllen ist der arithmetische Mittelwert derjenige Wert, der die beobachteten Werte in der Stichprobe
am besten darstellt.

I Merke

Das arithmetische Mittel kann nur bei metrischen Daten berechnet werden!

Fiir das Beispiel der Erhebung von Kindern in Familien lautet das arithmetische Mittel:

— 1+2+4+2+2+2+3+2+1+1+0—|—2+2+
xr =

25
0+24+24+142+24+34+14+2+24+14+2 44
+ R A e e s Bt S = — = 1.76 Kinder.
25 25
Die Berechnung von Z iiber die Héufigkeitstabelle
l‘i ni fl .’L‘Z . TL,L- $i i
0 2 0.08 0 0
1 0.24 6 0.24
2 14 0.56 28 1.12
3 0.08 6 0.24
4 1 0.04 4 0.16
> 25 1 44 1.76
erfolgt mit:
con, 44
7= Zan = 5; = L76Kinder =", - f; = 1.76 Kinder.

Dies ist die Anzahl an Kinder, durch welche die Familien in der Stichprobe am besten repriasentiert werden.

Verwenden wir die Daten der KdrpergroBe von Studierenden, berechnet sich = wie folgt:

— 179 + 17333— 4187 17507 em.

Uber die klassierte Hiufigkeitstabelle kann T bestimmt werden, indem jeweils die Klassenmitte als z; verwendet
wird.

X 2 n; i LNy z; - f;
(150,160] 155 2 0.07 310 10.33
(160,170] 165 8 0.27 1320 44.00
(170,180] 175 11 0.36 1925 64.17
(180,190] 185 7 0.23 1295 43.17
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3 STICHPROBENSTATISTIK

X T

(190,200] 195 2 0.07 390 13.00
> 30 1 5240 174.67

n 30

T =

=1746Tem  T=Y ;- f; =174.67cm.

Beachten Sie, dass der Mittelwert, der aus der Tabelle berechnet wird, etwas von dem realen Wert abweicht. Da in den
Berechnungen jeweils die Klassenmitten anstelle der tatsdchlichen Werte verwendet werden, ergeben sich dadurch
leichte Rundungsfehler.

3.1.2 Gewichtetes Mittel

In einigen Fillen haben die Werte der Stichprobe unterschiedlich starke Bedeutungen. In diesem Fall muss das jewei-
lige Gewicht der Werte beriicksichtigt werden, wenn das Mittel berechnet wird.

Definition “Gewichtetes Mittel ,,”

Das gewichtete Mittel der Werte x, ..., x,, - wobel jeder Wert x; ein Gewicht w, hat - berechnet sich durch die
Summe der Produkte jedes Wertes mit seinem Gewicht, dividiert durch die Summe der Gewichtwerte:

7 = D Tw;
b 2w

Aus der Haufigkeitstabelle kann das gewichtete Mittel mit folgender Formel berechnet werden:

_ Do Twm,

T = dow;

Ein Student méchte den Punktedurchschnitt seiner Studienleistungen in den folgenden drei Kursen berechnen

Kurs Credits Punkte
Mathe 8 15
Wirtschaft 5 10
Chemie 6 12

Das arithmetische Mittel der Punkte betragt

S, 15410+ 12

x:n_ 3

= 12, 3 Punkte.

Féacher mit mehr Creditpunkten erfordern mehr Arbeit und sollten bei der Berechnung des Durchschnitts ein groB3e-
res Gewicht erhalten. In diesem Fall ist es ratsam, das gewichtete Mittel mit den Creditpunkten als Gewichten zu
berechnen.

T, = > TWw; _ 15-8+10-5+12-6 :g:m,mPunkte.
> w; 8+5+6 19
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3 STICHPROBENSTATISTIK

3.1.3 Median
A\ Definition Median
Der Median einer Variablen X ist der Wert, der in der Mitte der geordneten Stichprobe liegt.

Der Median teilt die Stichprobenwerte in zwei gleich grofe Teile, das heifit, es gibt dieselbe Anzahl von Werten iiber
und unter dem Median.

I ACHTUNG!

Der Median kann nicht fiir nominale Variablen berechnet werden.

3.1.3.1 Nicht-klassierte Daten

Bei nicht-klassierten Daten gibt es zwei Moglichkeiten:
* Gerade StichprobengroBe: Der Median ist der Wert an Position 3.

n

5 und

» Ungerade Stichprobengrofie: Der Median ist das arithmetische Mittel der Werte an den Positionen
2+ 1.
2

X = Korpergrofie

n ungerade gg " e
R R

n gerade gg“'
o

98 =

=

Verwenden wir die Daten des Beispiels mit der Anzahl an Kindern in Familien. Die StichprobengroBe betrdgt 25, was
ungerade ist. Daher ist der Median der Wert an Position % = 13 der sortierten Stichprobe.

0,0,1,1,1,1,1, 1,2,2,2,2,,2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,4

Der Median liegt also bei 2 Kindern.

Mithilfe der relativen Haufigkeitstabelle ist der Median der kleinste Wert mit einer kumulativen absoluten Haufigkeit
N, groBer oder gleich 13 bzw. einer kumulativen relativen Haufigkeit F; groBer oder gleich 0,5.
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3 STICHPROBENSTATISTIK

U fi N F;
0 2 0.08 2 0.08
1 6 024 8 0.32
14 0.56 22 0.88

.

3 2 008 24 0.96
4 1 004 25 1
ST 25 1

3.1.3.2 klassierte Daten

Sind die Werte in Klassen gruppiert, kann die Berechnung des Median geometrisch hergeleitet werden.

Die Werte unseres Beispiels der KorpergroBen liegen als klassierte Haufigkeitstabelle vor:

X r, n; f; F;

(150,160] 155 2 0.07 0.07
(160,170] 165 8 027 0.34
(170,180] 175 11 0.36 0.70
(180,190] 185 7 0.23 0.97
(190,200 195 2 0.07 1

> 30 1

Der Median liegt irgendwo zwischen 170 und 180.

Fiir die graphische Ermittlung des Medians benétigen wir die kumulierten Prozentwerte £, aus denen ein Summen-
polygon angefertigt wird. Zusétzlich zeichnen wir ein paar Hilfslinien ein.
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90% —
80% —
70% — o

60% —

50% R AMedian

40% —

30% —

kumulierte relative Haufigkeit F;

20% —

10% -

160 170 27?7 180 190 200

Der Median entspricht dem gesuchten Wert “???”” auf der x-Achse.

Aus der Mathematik (Strahlensétze) wissen wir, dass das Verhiltnis der beiden griinen Strecken auf der x-Achse dem
Verhéltnis der orangenen Strecken auf der y-Achse entspricht. Setzen wir also die Strecke ins Verhiltnis, ergibt sich

Dabei entspricht

* 2,6 dem Median

* x, dem unteren Klassengrenze

» x, der oberen Klassengrenz

* vy, der kumulierten relativen Haufigkeit der darunter liegenden Klasse
* y, der kumulierten relativen Haufigkeit der Klasse

Die Gleichung kann nun nach x ;,e umgestellt werden.

50 —y,

xMe:Iu_l_(wo_xu)'y —y
o u
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3 STICHPROBENSTATISTIK

Jetzt kOnnen wir unsere Werte einsetzen.

. 50 — 34
Median = 170+ (180 — 170) - 27
=170+ 10 - g ~ 174,44

3.1.4 Modus

A\ Definition “Modus”

Der Modus oder Modalwert ist der in einer Verteilung am haufigsten auftretende Wert.

Liegen klassierte Daten vor, entspricht der Modalwert der Klassenmitte der Klasse mit der grofiten Haufigkeit. Die
Kategorie (Gruppe, Klasse, etc.) mit den hdufigsten Werten nennt man die Modalklasse. Es ist durchaus denkbar, dass
innerhalb einer Verteilung mehrere Modalwerte ermittelt werden kdnnen. Sind jedoch die Haufigkeiten der Merkmals-
auspriagungen anndhernd gleich verteilt, macht es keinen Sinn, den Modalwert zu bestimmen. Der Modalwert, bzw.
die Modalklasse ldsst sich fiir Daten jeglichen Skalenniveaus angeben. Andererseits bietet er fiir nominale Merkmale
die einzige Moglichkeit, etwas typisches iiber die Verteilung der Merkmalsauspragungen aufzuzeigen.

3.1.4.1 Modusberechnung

Unter Verwendung der Daten der Stichprobe zur Anzahl an Kindern in Familien ist der Wert mit der hochsten Haufig-
keit = 2.

0 2
16
3 2
401

Der Modus betrigt also = 2 Kinder.

Unter Verwendung der Daten der Stichprobe zur Kérpergrée von Studenten ist die Klasse mit der hdchsten Haufigkeit
(170, 180].
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X n
(150,160] 2
(160,170] 8

11
(180,190] 7
(190,200] 2

Das bedeutet, die modale Klasse ist = (170, 180].

3.1.5 Welchen Lagekennwert soll ich verwenden?

Welche Lagekenngrofie hat die grofite Aussagekraft beziiglich der Stichprobe? Als Faustregel kann folgende Reihen-
folge verwendet werden:

1. Mittelwert: Der Mittelwert nutzt mehr Information aus der Stichprobe als die anderen Maf3e, da er die GroBen-
ordnung der Daten beriicksichtigt.

2. Median: Der Median nutzt weniger Informationen als der Mittelwert, aber mehr als der Modus, da er die Ord-
nung der Daten beriicksichtigt.

3. Modus: Der Modus ist das Mal3, das am wenigsten Information aus der Stichprobe nimmt, da er nur die absolute
Hiufigkeit der Werte berticksichtigt.

| Achtung, Ausreisser!

Der Mittelwert wird starker von Ausreif3ern beeinflusst als der Median!

Stellen wir uns vor, die Befragung zur Anzahl an Kinder in 7 Familien ergébe folgende Werte
0,0,1,1,2,2,15
Dann wiren die LagekenngroBen

» T =3 Kinder
e Median = 1 Kind

In diesem Fall hat der Median die grofite Aussagekraft beziiglich der Stichprobe.

3.1.6 nicht-zentrale Lagewerte

Die nichtzentralen Lagewerte (Quantile) teilen die Stichprobenverteilung in gleich grofle Teile. Die am héufigsten
verwendeten sind:

* Quartile: Teilen die Verteilung in 4 gleich groBe Teile. Es gibt 3 Quartile:

- @ (25% kumuliert)
- Q4 (50% kumuliert),
- (3 (75% kumuliert).

* Dezile: Teilen die Verteilung in 10 gleich groB3e Teile. Es gibt 9 Dezile:
— Dy (10% kumuliert),

— Dy (90% kumuliert).

* Perzentile: Teilen die Verteilung in 100 gleich grofe Teile. Es gibt 99 Perzentile:
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— P (1% kumuliert),

— Pyg (99% kumuliert).

Quartile
25% 25% 25% 25%

Min Q1 Q2= Me Q3 Max

Dezile

10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10%

Min D1 Dy D3 Dy Ds Dg¢ Dy Dg Dy Max

Perzentile
1% 1%
d {
A1 T A T N
Min P Pas Py Pso Prs PygMax

Beachten Sie, dass es Ubereinstimmungen zwischen den Quartilen, Dezilen und Perzentilen gibt es. Zum Beispiel
stimmt das erste Quartil mit dem 25. Perzentil iiberein, und das vierte Dezil stimmt mit dem 40. Perzentil iiberein.

3.1.6.1 Bestimmung der Quantile

Quantile werden dhnlich wie die Median berechnet. Der einzige Unterschied liegt in der kumulierenden relativen
Héufigkeit F};, die jedem Quantil zugeordnet ist.

Die Héufigkeitstabelle der Anzahl an Kindern in Familien ist

~

x, F
0.08
0.32
0.88
0.96

1

=W N = O

Anhand der Spalte F; kann das gewiinschte Perzentil, Dezentil oder Quartil abgelesen werden.

Fy, =0.25 = @, = 1 Kinder,
Fgp, = 0.5 = @, = 2 Kinder,
Fo, =075 = (25 = 2 Kinder,
Fp, =0.4 = D, = 2 Kinder,
Fp, =0.92 = Py, = 3 Kinder.

Die Bestimmung kann ebenfalls (wie beim Median) geometrisch hergeleitet werden.
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It Fi

100% o——o
90%

80% ,

70% o

60% —

50% —

40% — °
30% —

20% /
10%

(o)

kumulierte relative Haufigke

Min Q: D,Q Qs Pgs Max

3.2 StreuungskenngroBen

Haufigkeitsverteilungen lassen sich nicht nur durch ihre Lage auf der Messwertskala, sonder auch durch ihre Streuung
beschreiben.

Streuungskenngrofen sind Mafzahlen zur Bewertung oder Quantifizierung der Variablilitdt der Messwerte. Es gibt
diverse StreuungskenngréfSen. Die wichtigsten sind:

* Spannweite R

* Quartilsabstand @)

* Varianz s?

* Standardabweichung s
* Variationskoeftizient vk

3.2.1 Spannweite

Ein besonders einfaches Streuungsmal ist die Spannweite (auch: Variationsbreite), die mit “R” (englisch “range”)
abgekiirzt wird.

Definition “Spannweite”

Die Spannweite R bestimmt sich aus der Differenz zwischen dem grofiten und dem kleinsten Messwert.

R = max — min

Spannweite

Min Max
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3.2.2 Interquartilsabstand

Definition “Interquartilsabstand”

Der Interquartilsabstand einer Variablen z ist der Unterschied zwischen dem dritten und dem ersten Stichproben-
Quartil.

IQR:Qg_Q1

Der IQR gibt die mittleren 50% der Verteilung an. Daher reagiert er - dhnlich wie der Median - robuster auf Ausreis-
sefr.

IQR

‘ 25% 1 25% 1 25% 1 25%
Min 1 Q2 Q3 Max

3.2.3 Boxplot
Die Streuung einer Variablen in einer Stichprobe kann graphisch mit einem Boxplot dargestellt werden. An ihm lassen
sich die fiinf wichtigsten Kennwerte (Minimum, Quartile und Maximum) ablesen.

Es besteht aus einem Block (Box), der vom ersten bis zum dritten Quartil gezeichnet wird. Dies entspricht dem Inter-
quartilsabstand.

Zusitzlich werden an den Réndern zwei Segmenten, die als untere und obere Antennen (Whisker) bezeichnet werden.
Normalerweise wird die Box durch den Median in zwei Teile gesplittet.

Das Boxplot erfreut sich gro3er Beliebtheit, da es mehrere Funktionen erfiillt:

* Es dient zur Einschétzung der Streuung, da es die Spannweite sowie den Interquartilabstand darstellt.
* Es dient zum Erkennen von Ausreilern, die auBlerhalb der Whiskers liegen.

* Es dient zur Bestimmung der Symmetrie der Verteilung, indem die Lange der Boxen und Whisker iiber und
unter dem Median verglichen werden.

Boxplot der Geburtsgewichte

Aysreisser } __________________________________ { Ausreisser
Min ax
1 Q2 3
| | | | | |
2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
Gewicht (Kg)
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3 STICHPROBENSTATISTIK

Um einen Boxplot zu erstellen, folgen Sie den nachfolgenden Schritten:

1. Berechnen Sie die Quartile.

2. Zeichnen Sie eine Box vom ersten zum dritten Quartil.

3. Teilen Sie die Box mit dem Median

4. Die Whiskers berechnen sich iiber die HilfsgroBen f; und f, wie folgt:

fi =@, —1.5IQR

Diese Grenzen definieren den Bereich, in dem die Daten als normal betrachtet werden. Jeder Wert aul3erhalb dieses
Bereichs wird als Ausreisser betrachtet. Zeichnen Sie fiir den unteren Whisker einen Strich vom unteren Quartil zum
kleinsten Wert in der Stichprobe, der groBer oder gleich f; ist, und fiir den oberen Whisker einen Strich vom oberen
Quartil zum groBten Wert in der Stichprobe, der kleiner oder gleich f; ist. 5. Zeichnen Sie schlieBlich je einen Punkt
fuir alle Werte kleiner f; oder groBer f, (Ausreisser).

3.2.4 Abweichungen zur Mitte

Bei der Abweichungen zur Mitte wird die Entfernung von jedem Wert in der Stichprobe zum Mittelwert gemessen.

Abweichung - Abweichung +

T; — X .’L'J_.',C

— "

]

]
T

T

ZT; T €
Wenn die Abweichungen groB sind, ist der Mittelwert weniger repréisentativ als bei kleinen Abweichungen.
Definition “Summe der quadrierten Abweichungen”

Ublicherweise wird an dieser Stelle die Summe der quadrierten Abweichungen (SOA) bestimmt, indem die
Abweichungen quadriert und aufsummiert werden.

SQA=) (z;,— )

3.2.5 Varianz

Definition “Varianz”

Die Varianz s2 ist ein MaB fiir die Streuung oder Variabilitit von Datenwerten. Sie gibt an, wie weit die einzelnen
Werte eines Datensatzes im Durchschnitt vom Mittelwert (Durchschnitt) entfernt sind.

s2 — SQA _ > (x _5)2

T n—1 n—1

Die Varianz hat die quadrierte Einheiten der Variablen. Um ihre Deutung zu vereinfachen ist es tiblich, ihre Wurzel zu
berechnen.
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3 STICHPROBENSTATISTIK

3.2.6 Standardabweichung

Definition “Standardabweichung”

Die Standardabweichung s (auch: o oder sd (englisch: standard deviation )) ist das wichtigste und bekannteste
MaB fiir die Streuung der Messwerte um den Mittelwert.

Y SN DGt

n—1

Liegen metrische Messwerte vor, so sind das arithmetische Mittel T und die Standardabweichung s die wichtigsten
MaBwerte, um die Eigenschaften der Messreihe ausreichend zu beschreiben.

3.2.6.1 Interpretation

Varianz und Standardabweichung messen die Ausbreitung der Daten um den Mittelwert herum.

* Wenn die Varianz oder die Standardabweichung klein sind, sind die Werte um den Mittelwert herum konzentriert,
und der Mittelwert ist ein gutes reprasentatives Mal3.

* Wenn sie grof} sind, sind die Stichprobenwerte weit von der Mitte entfernt, und der Mittelwert ist kein guter
Reprisentant der Stichprobe.

@ Beispiel

Von 2 Studierenden wurden die Modulpunkte von 2 Kursen erhoben.

Student 1 i

Student 2 f f s=1
4 6

Welcher Mittelwert beschreibt die Leistung besser?

G+ 8 O+ 8
Nej

3.2.7 Variationskoeffizient

Um einschétzen zu kdnnen, ob die Standardabweichung eher grof3 oder klein ist, bietet sich der Variationskoeffizient
an (englisch coefficient of variance).

Definition “Variationskoeffizient”

Der Variationskoeffizient setzt die Streuung (Standardabweichung) ins Verhiltnis zum Mittelwert ().

vk = é
]

Es entsteht ein dezimaler Prozentwert, der den Anteil der Standardabweichung am Mittelwert wiedergibt. Je groB3er
vk ist, umso mehr streuen die Werte um den Mittelwert. Da er keine Einheiten hat, ist der Variationskoeffizient sehr
hilfreich, um die Streuung in Verteilungen verschiedener Variablen zu vergleichen (je kleiner der vk, desto besser).

Bei der Anzahl an Kindern in Familien lag der Mittelwert bei * = 1, 76 Kindern und die Standardabweichung bei
s = 0, 8616 Kindern. Der Variationskoeffizient betrdgt demnach:
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3 STICHPROBENSTATISTIK

1,76 Kind
- D DA g 49
0, 8616 Kinder
Bei der Stichprobe zur Korpergrofe lag der Mittelwert bei z = 174, 67 cm und die Standardabweichung bei s = 10, 1
cm. Der Variationskoeffizient betrdgt demnach:

174,67 cm

ok = 0T em — 000

Das bedeutet, dass die Streuung in der Verteilung der Krpergroflen geringer ist als in der Verteilung der Anzahl an
Kindern, und dass daher der Mittelwert der Korpergro3e reprdsentativer ist als der Mittelwert der Anzahl an Kin-
dern.

3.3 FormmalBe

FormmalBe sind MaBle, die die Form der Verteilung beschreiben. Besonders wichtige Aspekte sind:

* Schiefe (skewness): misst die Symmetrie der Verteilung hinsichtlich des Mittels.
* Wolbung: (kurtosis) misst die Lange der Verteilungsenden (Schwanz) oder die Spitzigkeit der Verteilung. Das
am meisten verwendete

3.3.1 Schiefekoeffizient

Definition “Schiefekoeffizient” (coefficient of skewness)

Der Stichproben-Schiefekoeffizient g, einer Variablen X ist der Durchschnitt der hoch drei genommenen Ab-
weichungen der Werte vom Stichprobenmittel, geteilt durch die hoch drei genommene Standardabweichung.

g = >z — f)?’”z/n _ >z — f)gfi

Skewness misst die Symmetrie der Verteilung, das heif3t, wie viele Werte in der Stichprobe {iber oder unter dem Mittel
liegen und wie weit sie von diesem entfernt sind.

3.3.1.1 Interpretation des Schiefekoeffizienten

Je nach Vorzeichen von g, gilt:

* g; = 0 bedeutet, dass es dieselbe Anzahl an Werten im Stichprobenmaterial oberhalb und unterhalb des
Mittelwerts gibt und diese gleich weit von ihm entfernt sind. Die Verteilung ist symmetrisch.

* g; < 0 bedeutet, dass es mehr Werte oberhalb des Mittelwerts als unterhalb davon gibt, aber die darunter
liegenden Werte weiter entfernt sind. Die Verteilung ist links-schiefs (sie hat eine ldngere Schwanzspitze nach
links).

* g; > 0 bedeutet, dass es mehr Werte unterhalb des Mittelwerts als oberhalb davon gibt, aber die dariiber lie-
genden Werte weiter entfernt sind. Die Verteilung ist rechts-schiefs (sie hat eine ldngere Schwanzspitze nach
rechts).
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Symmetrische Verteilung g, =0

<
o S
w= | |
=
Q ™ ] T
5 °
%
(G N ] ]
I © | |
(5] | -
2 o
© o ] ]
> L
S
o —|_|_'—v1
o
links—schiefe Verteilung g, <0 rechts—schiefe Verteilung g; >0
poll AN = o4 Tk
G_.) o = 0_.) o —
5 5
= < = <
3 S | 2 oS
T i T i
2 o R
8 ° 8 °
o 7 o 7
Q e
e 1 e 1

Verwenden wir die Daten der Korpergroen von Studierenden, kdnnen wir der Haufigkeitstabelle eine weitere Spalte
mit den kubierten Abweichungen vom Mittelwert z = 174, 67 cm hinzufiigen:

X z; n z,—1 (x;—1) n,
(150,160] 155 2 —19.67  —15221.00
(160,170] 165 8 —9.67 —7233.85
(170,180] 175 11 0.33 0.40
(180,190] 185 7  10.33 7716.12
(190,200] 195 2  20.33 16805.14

> 30 2066.81

Die Skewness berechnet sich nun wie folgt:

So(z; —%)3n;/n_ 2066,81/30
3 10,13

g, = =0,07.

Der Wert liegt nahe bei 0, was bedeutet, dass die Verteilung nahezu symmetrisch (normalverteilt) ist.
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3.3.2 Wolbungskoeffizient

Definition “Wdlbungskoeffizient”

Der Wolbungskoeffizient g, (coefficient of kurtosis) einer Variablen X ist der Durchschnitt der zur vierten Potenz
erhobenen Abweichungen der Werte vom Stichprobenmittelwert, geteilt durch die Standardabweichung hoch
vier, und anschlielend minus 3.

Der Koeftizient misst die Konzentration der Werte um die Mitte und die Lénge der Schwanzenden der Verteilung. Die
Normalverteilung dient als BezugsgroBe.

3.3.2.1 Interpretation des Wolbungskoeffizienten

Je nach Vorzeichen von g, gilt:

* g, = 0 zeigt an, dass die Wolbung normal ist, das heiflt, die Konzentration der Werte um den Mittelwert wie
bei einer gauBschen Glockenkurve (mesokurtisch).

* g, < 0 zeigt an, dass die Wolbung weniger als normal ist, das heiit, die Konzentration der Werte um den
Mittelwert ist geringer als bei einer gauBBschen Glockenkurve (plattikurtisch).

* g > 0 zeigtan, dass die Kurtosis groBer als normal ist, das heif3t, die Konzentration der Werte um den Mittelwert
ist grofer als bei einer gaullschen Glockenkurve (Ieptokurtisch).

mesokurtische Verteilung g, =0

relative Haufigkeit f;
0.0 01 0.2 03 04
|

x|

Verwenden wir die die Héaufigkeitstabelle der Korpergroflen von Studierenden, kénnen wir eine neue Spalte mit den
Abweichungen vom Mittelwert * = 174,67 cm zur vierten Potenz hinzufiigen.
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platykurtische Verteilung g, <0 leptokurtische Verteilung g, >0

e Q. w Y
= o = ©
Q Q
X X ™
o2 ] 2 o 7
5 o 5
:© - H) N
T o I o
s . 2 24
s =
g o 2 2

o o

x|
x|

X x, n x,—7 (v;,—7)'n,
150,160] 155 —19.67  299396.99
160,170] 165 —9.67 69951.31

( 2
( ] 8
(170,180] 175 11  0.33 0.13
( ] 7
( 2

180,190 185 10.33 79707.53
190,200] 195 20.33  341648.49
> 30 790704.45

Nun kann die Kurtosis wie folgt berechnet werden:

S(x; —7)*n,/n _790704.45/30

92 = s B 10.14

3=-0.47.
Der Wert ist negativ, aber nahe bei 0. Das bedeutet, dass die Kurve leicht platykurtisch (niedriger als normalverteilt)
ist.

Wie wir im Kapitel zur schlieBenden Statistik sehen werden, kdnnen viele statistische Tests nur auf normalverteilte
(glockenformigen) Verteilungen angewendet werden.

Normalverteilungen sind symmetrisch und mesokurtisch, weshalb ihre Symmetriekoeffizienten und Kurtosiskoeftizi-
enten den Wert 0 haben. Daher ist eine Moglichkeit, eine Variable auf Normalverteilung zu testen, die Abweichungen
der Skewness- und Kurtosis-Koeffizienten von 0 zu betrachten.

Im Allgemeinen wird die Normaverteilung abgelehnt, wenn g; oder g, auBerhalb des Intervalls [—2, 2] liegen. In
diesem Fallist es iiblich, eine Transformation anzuwenden, um diese Abweichung zu korrigieren.

3.4 Transformationen

In vielen Féllen werden die rohen Stichprobendaten transformiert, um eine passendere Skala zu erhalten, oder um
Daten zu korrigieren, die nicht normalverteilt sind.

Nehmen wir z.B. folgende Werte zur Korpergrofie
1.75m, 1.65m, 1.80m,

Wenn die Werte mit 100 multipliziert werden, dndert sich die Einheit von Meter in Zentimeter, und aus den Dezimal-
zahlen werden ganze Zahlen.
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175¢m, 165¢m, 180cm,
Dariiber hinaus ist es moglich, die GroB3en der Werte durch Subtraktion des kleinsten Wertes in der Stichprobe zu
verringern. In unserem Beispiel wiirden wir von jedem Wert 165 cm abziehen:
10em, Ocm, 15cm
Es ist offensichtlich, dass diese Daten leichter zu handhaben sind als die urspriinglichen. Im Grunde haben wir folgende
Transformation auf die Daten angewendet:

Y =100- X — 165

3.4.1 lineare Transformation

Eine der am hiufigsten verwendeten Transformationen ist die lineare Transformation:

Y=a+4+b-X
Bei der linearen Transformation veridnderen sich das arithmetische Mittel und die Standardabweichung der transfor-
mierten Variablen wie folgt:
Yy =a+bx,
sy = [bls,

Zudem bleibt der Wolbungskoeftizient (Kurtosis) unverdndert, wihrend der Koeffizient der Schieflage (Skewness)
nur das Vorzeichen édndert, falls b negativ ist.

3.4.1.1 Standardisierung und z-Transformation

Definition “Standardisierung”

Die standardisierte Variable Z einer Variablen X ist die Variable, die durch Abzug des Mittelwertes von X und
anschlieBendes Dividieren durch die Standardabweichung entsteht:

X—z

Sz

7 =

Fiir jeden Wert x; der Stichprobe ist der Standardiserungsscore (z-Wert) der Wert, der durch Anwendung der Standar-
disierungstransformation entsteht:

Der Standardiserungsscore gibt die Anzahl an Standardabweichungen an, um welche ein Wert iiber oder unter dem
Mittelwert liegt, und ist niitzlich, um die Abhéngigkeit der Variablen von ihren Mafleinheiten zu vermeiden. Die stan-
dardisierte Variable hat immer einen Mittelwert von 0 und eine Standardabweichung von 1.
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@ Beispiel
Die Leistungspunkte von 5 Studierenden in 2 Fachern sind

Student: Hans Tina Kim Flo Karl
Mathe : 2 5 4 6 Tz =05 5, =2
Musik : 1 9 ) 2 Yy=2>5 s, = 3.16

Hat Student Flo im Fach Mathe mit 8 Punkten eine bessere Leistung erbracht als Studentin Kim im Fach Musik
(ebenfalls 8 Punkte)?

Es mag den Anschein haben, dass Kim und Flo die gleiche Leistung in den Fachern erbracht haben, da sie die gleichen
Leistungspunkte erzielen. Aber um die Leistung der Studierenden zum Rest der Gruppe zu bestimmen, miissen wir die
Abweichungen der Leitungspunkte in jedem Fach betrachten. Aus diesem Grund ist es besser, die z-Werte als Malistab
fiir die Leistungsfahigkeit zu verwenden.

Mathe : —1.5 0 —0.5 0.5
Musik: —1.26 1.26 0 —0.95

Nun ist erkennbar, dass Flo mit 8 Punkten im Fach Mathe um 1,5 Standardabweichungen iiber dem Leistungsdurch-
schnitt liegt, wihrend Kim mit 8 Punkten im Fach Musik nur um 0,95 Standardabweichungen iiber dem Leistungsmit-
telwert liegt. In Relation zu allen Studierenden hat Flo eine bessere Leistung erbracht als Kim.

] Beispiel
Fragen wir uns nun, wer der beste Studierende ist.

Student: Hans Tina Kim Flo Karl

Mathe : 2 5 4 8 6
Musik : 1 9 8 5 2
> 3 12 13 8

Wenn wir nur den Leistungspunktsummen folgen, ist dies Studentin Tina mit insgesamt 14 Punkten.

Wenn wir allerdings die relative Leistung betrachten und die z-transformierten Werte aufsummieren. ..

Student: Hans Tina Kim Flo Karl
Mathe: —1.5 0 —-05 15 0.5
Musik: —1.26 126 095 0 —0.95

> =276 1.26 0.45 —0.45

...1st Student Flo der beste.

3.4.2 nicht-lineare Transformation

Nicht-lineare Transformationen werde verwendet, um die Nicht-Normalitét der Verteilungen zu korrigieren.

Die Quadrat-Transformation Y = X? verringert kleine Werte und verstirkt groBe Werte. Daher wird sie verwendet,
um links-schiefe Verteilungen zu korrigieren.
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Die Wurzeltransformation Y = v/ X, die logarithmische Transformation Y = log(X) und die inverse Transforma-
tion Y = % verringern grofle Werte und verstarken kleine Werte. Daher werden sie verwendet, um rechts-schiefe

Verteilungen zu korrigieren.

Y =log(X)

3.4.2.1 Faktoren

Manchmal ist es interessant, die Haufigkeitsverteilung der Stichprobe fiir verschiedene Teilproben zu beschreiben,
die den Kategorien einer anderen Variablen entsprechen (z.B Geschlecht oder Beruf). Solche Klassifikationsvariablen

werden als Faktor bezeichnet.

@ Beispiel

Das Aufteilen der Stichprobe “Korpergrof3en” nach der Variable “Geschlecht” ergibt zwei Teilproben.

Frauen 173,158, 174, 166, 162, 177, 165, 154, 166, 182,
169,172, 170, 168.

Ménner 179,181, 172, 194, 185, 187, 198, 178, 188, 171,
175,167, 186, 172, 176, 187.
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Koérpergrol3e

Histogram der KdrpergréRe nach Geschlecht

Haufigkeitsverteilung Kérpergrée nach Geschlecht
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4 Regression und Korrelation

Im vorherigen Kapitel haben wir gelernt, wie man die Verteilung einer einzelnen Variable in einer Stichprobe be-
schreibt. Allerdings miissen in den meisten Fallen mehrere Variablen beschrieben werden, die oft miteinander verbun-
den sind. Beispielsweise sollte eine Erndhrungsstudie alle Variablen beriicksichtigen, die mit dem Gewicht in Zusam-
menhang stehen kdnnten, wie z.B. Grofe, Alter, Geschlecht, Rauchen, Erndhrung und korperliche Betétigung.

Um ein Phinomen zu verstehen, das mehrere Variablen beinhaltet, reicht es nicht aus, jede Variable fiir sich allein zu
studieren. Wir miissen alle Variablen gemeinsam untersuchen, um die Art ihrer Wechselbeziehungen und den Typ der
Beziehung zwischen ihnen zu beschreiben.

In der Regel gibt es bei einer Abhéngigkeitsstudie eine abhingige Variable Y, die von einem Satz an unabhingi-
gen Variablen X, ..., X, beeinflusst wird. Der einfachste Fall ist eine einfache Abhingigkeitsstudie mit nur einer
unabhéngigen Variable.

4.1 Gemeinsame Haufigkeiten

Um die Beziehung zwischen zwei Variablen X und Y zu untersuchen, miissen wir die gemeinsame Verteilung der
zweidimensionalen Variable (X, Y’) studieren, deren Werte Paare (;, y;) sind, wobei das erste Element ein Wert von
X und das zweite ein Wert von Y ist.

Definition “gemeinsame Héufigkeiten”

Bei einer Stichprobe mit 7 Werten und einer zweidimensionalen Variablen (X,Y"), wird fiir jeden Wert der
Variablen (z;,y,) folgendes definiert:

* Absolute Haufigkeit n, ;: Ist die Anzahl der Male, die das Paar (x;, ;) in der Stichprobe vorkommt.
* Relative Haufigkeit n;;: Ist der Anteil der Male, die das Paar (x;, yj) in der Stichprobe vorkommt.

| Achtung!

Fiir zweidimensionale Variablen ergeben kumulative Haufigkeiten keinen Sinn.

4.1.1 gemeinsame Haufigkeitsverteilung

Die Werte der zweidimensionalen Variablen mit ihren Haufigkeiten werden als gemeinsame Haufigkeitsverteilung
bezeichnet und in einer gemeinsamen Haufigkeitstabelle dargestellt.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

X\Y yl cee yj ces yq
wl nll e nlj cee nlq
Z; U g Mg
Lp "p1 Mpj Mpq

1 Beispiel
Von 30 Studierenden wurden KorpergroBe (in cm) und Gewicht (in kg) wie folgt gemessen:

(179,85), (173,65), (181,71), (170,65), (158,51), (174,66), (172,62), (166,60), (194,90), (185,75),
(162,55), (187,78), (198,109), (177,61), (178,70), (165,58), (154,50), (183,93), (166,51), (171,65),
(175,70), (182,60), (167,59), (169,62), (172,70), (186,71), (172,54), (176,68),(168,67), (187,80).

Die gemeinsame Haufigkeitstabelle ist entsprechend:

| X/Y ][50,60) ] [60,70) | [70,80) | [80,90) | [90,100) | [100,110) |

(150, 160] 2 0 0 0 0 0
(160,170] || 4 4 0 0 0 0
(170, 180] 1 6 3 1 0 0
(180,190 || © 1 4 1 1 0
(190,200] || © 0 0 0 1 1

4.1.2 Streudiagramm

Die gemeinsame Haufigkeitsverteilung kann mit einem Streudiagramm (Punktwolke, Scatterplot) graphisch darge-
stellt werden, wobei die Daten als Sammlung von Punkten in einem XY -Koordinatensystem angezeigt werden.

Ublicherweise wird die unabhingige Variable auf der X -Achse und die abhiingige Variable auf der Y -Achse dargestellt.
Fiir jedes Datenpaar (z;, yj) in der Stichprobe wird ein Punkt mit diesen Koordinaten auf der Ebene gezeichnet.

Yn
I

Variable Y
Yj
|
X
<
N

Variable X
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4 REGRESSION UND KORRELATION

Das Ergebnis ist eine Ansammlung von Punkten, die auch Punktwolke genannt wird.

Punktwolke von Grol3e und Gewicht

Gewicht (kg)
3 3 &

a
o
1

(179,85)

150 160

170 180 190
Groflke (cm)

200

Die Form der Punktwolke gibt Aufschluss iiber die Art der Beziehung zwischen den Variablen X und Y.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

4.1.2.1 Haufigkeitsverteilungen an den Randern

Die Haufigkeitsverteilungen jeder der zweidimensionalen Variablen werden als Randhaufigkeitsverteilungen bezeich-
net. Wir konnen die Randhiufigkeitsverteilungen aus der gemeinsamen Haufigkeitstabelle erhalten, indem wir die
Haufigkeiten nach Zeilen und Spalten summieren.

X\Y |y,

Die Randhédufigkeitsverteilungen von Korpergro3e und Gewicht sind

[ X/Y [[]50,60) [ [60,70) | [70,80) | [80,90) | [90,100) [ [100, 110) [ |

(150,160] | 2 0 0 0 0 0 2
(160,170] | 4 4 0 0 0 0 8
(170, 180] 1 6 3 1 0 0 11
(180, 190 0 1 4 1 1 0 7
(190, 200 0 0 0 0 1 1 2

Y A S A T O A S

mit den den dazugehorigen Stichprobenstatistiken:

= 174.67 cm 52 = 102.06 cm? s, = 10.1 cm
yJ = 69.67Kg s2 = 164.42 Kg? s, = 12.82Kg

4.2 Kovarianz

4.2.1 Abweichungen von den Mittelwerten

Um die Beziehung zwischen zwei Variablen zu untersuchen, miissen wir ihre gemeinsame Variation analysieren.
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°
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Wenn wir das Diagramm der Punktwolke in 4 Quadranten mit dem Mittelpunkt (z, ) unterteilen, so sind die Vorzei-
chen der Abweichungen vom Mittelwert:

Quadrant (z; — ) (?Jj —y) (z;— j)(@/g —9)

1 + + +
2 — + —
3 — — +
4 + - -
1 2
. +
> 9
+ —
3 4
X

Wenn zwischen den Variablen eine aufsteigende lineare Beziehung besteht, werden die meisten Punkte in den
Quadranten 1 und 3 liegen und die Summe der Produkte der Abweichungen vom Mittelwert wird positiv sein.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

D (2= 3)(y;—§) >0

steigender linearer Zusammenhang

abnehmender linearer Zusammenhang

0 -
o .:‘...‘.: °
A % cru e
.. o %%, ° ° .?.\ °
o' ®® s ° ° °% %o & ° .
e [ ] Q. ° ’ o o
4 > - K M %o o
° ¢ ® ... ° ° o0 ’.
'0’: ~° oo . & o ®
..‘. .a~ ‘& e O
... [
8
.o.‘o
° °
X X

S (; —2)(y; — ) < 0

Wenn zwischen den Variablen eine abnehmende lineare Beziehung besteht, werden die meisten Punkte in den
Quadranten 2 und 4 liegen und die Summe der Produkte der Abweichungen vom Mittelwert wird negativ sein.

4.2.2 Kovarianz

Definition “Kovarianz”

Die Kovarianz einer zweidimensionalen Variablen (X, Y') ist der Durchschnitt der Produkte der Abweichungen

von den jeweiligen Mitteln.

o — i’)(yj - Z'j)”z’j

n

Sa:y ==

Sie kann auch unter Verwendung der folgenden Formel berechnet werden:

- inyjnij -
Die Kovarianz misst die lineare Beziehung zwischen zwei Variablen:

« Wenn s, > 0, besteht eine zunehmende lineare Beziehung.
* Wenn s, <0, besteht eine abnehmende lineare Bezichung.
« Wenn s, = 0, gibt es keine lineare Bezichung.

Verwenden wir die Randhiufigkeitsverteilungen von KorpergroBe und Gewicht

[ X/Y [[50,60) [ [60,70) | [70,80) | [80,90) [ [90,100) | [100,110) [ n, |
(150, 160] 2 0 0 0 0 0 2
(160,170] || 4 1 0 0 0 0 8
(170, 180] 1 6 3 1 0 0 11
(180, 190] 0 1 4 1 1 0 7
(190, 200] 0 0 0 0 1 1 2

n, 7 11 7 2 2 1 30
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4 REGRESSION UND KORRELATION

...mit den Mittelwerten.

T = 174.67 cm 69.67 Kg

N
Il

So lasst sich die Kovarianz wie folgt berechnen:

_ 1) Y o
Sey = — - 7Y

_ 155-55-24165-55-4 + - +195-105- 1
- 30

—12169.26 = 104.07cm - Kg

—174.67 - 69.67 =

368200
30

Das bedeutet, dass eine positive lineare Beziehung zwischen den Variablen besteht.

4.3 Regression

In den meisten Féllen ist das Ziel einer Abhéngigkeitsstudie nicht nur die Detektion einer Beziehung zwischen zwei
Variablen, sondern auch die Expression dieser Bezichung mit einer mathematischen Funktion,

y = f()

um die abhéngige Variable y fiir jeden Wert der unabhéngigen x vorherzusagen.

Der Teil der Statistik, der sich mit dem Aufbau solch einer Funktion beschéftigt, wird Regression genannt, und die
Funktion selbst heilit Regressionsfunktion oder Regressionsmodell.

4.3.1 Einfache Regressionsmodelle

Es gibt viele Arten von Regressionsmodellen. Die hiufigsten Modelle sind in der folgenden Tabelle aufgefiihrt.

Model Gleichung

Linear y=a+bx
Quadratisch y = a+ bx + cx?
Kubisch y = a+ bx + cx? + da?
Potenz y=a-z°

Exponentiell — y = eto®

Logarithmisch y=a+b-log(x)
_ b

Invers y=a +b5

Sigmoidal y=e""=

Die Wahl des Modells hingt von der Form der Punktwolke in der Streudiagramm ab.

4.3.2 Vorhersagefehler

Sobald der Typ des Regressionsmodells gewahlt wurde, miissen wir entscheiden, welche Funktion dieser Familie
die Beziehung zwischen der abhéngigen und unabhingigen Variablen am besten erklért, d.h. welche Funktion die
abhéngige Variable am besten vorhersagt.

Diese Funktion ist diejenige, die die Abstidnde von den beobachteten Werten fiir Y in der Stichprobe zu den vorherge-
sagten Werten der Regressionsfunktion minimiert. Diese Abstinde werden als Restterme, Residuen oder Vorhersage-
fehler bezeichnet.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

Definition Vorhersagefehler:

Gegeben ein Regressionsmodell y = f(z) fiir eine zweidimensionale Variable (X, Y"), ist der Vorhersagefehler
fur jedes Paar (z;, yj) der Stichprobe die Differenz zwischen dem beobachteten Wert der abhéngigen Variablen
y; und dem vorhergesagten Wert der Regressionsfunktion fir z;,

€ij=Y;— f(z;).

Y-

g f(x;) -

4.3.2.1 Methode der kleinsten Quadrate

Um die Regressionsfunktion zu erhalten, kann die Methode der kleinsten Quadrate angewendet werde. Mit ihr wird
die Funktion bestimmt, welche die quadrierten Residuen minimiert.

2

61].

Fiir ein lineares Modell f(z) = a + bx hingt die Summe von zwei Parametern ab, dem Schnittpunkt durch die
Y-Achse a und der Steigung der Geraden b,

0(a,b) = Z e?j = Z(yj — f(z;)? = Z(?Jj —a—bx;).

Dies reduziert das Problem darauf, geeignete Werte fiir ¢ und b zu bestimmen.

4.4 Regressionsgerade

Um das Minimierungsproblem zu 16sen, miissen wir die partiellen Ableitungen beziiglich a und b auf Null setzen.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

09(a,b) _ 03 (y; —a—bw;)®

Oa Oa
o0(ab) Oy —a—bu)
ob ob N

Jetzt konnen wir das Gleichungssystem 16sen zu:

— Y — T
a—y——zya: b———Qy
s s
x x

Diese Formeln minimieren die Residuen von Y und ergeben das optimale lineare Modell.

Definition “Regressiongerade”

Fiir eine Stichprobe mit den zweidimensionalen Variablen (X, Y') ist die Regressionsgerade von Y auf X:

— S —
y=y+— (v —1)
SLL’
Die Regressionsgerade von Y auf X ist die Gerade, die die Vorhersagefehler von Y minimiert und daher das lineare
Regressionsmodell mit den besten Vorhersagen fiir Y darstellt.

4.4.1 Regressionlinienberechnung

Wir verwenden die Daten der KorpergroBen (X) und Koérpergewichten (Y) mit den folgenden Kennwerten

= 174.67 cm 52 = 102.06 cm? s, = 10.1 cm
y = 69.67 Kg s2 = 164.42 Kg” s, = 12.82Kg
Syy = 104.07 cm - Kg

ergibt sich die Regressionsgerade fiir Korpergrofse erkldrt durch Gewicht (Grofle gegen Gewicht, Grofle =
f(Gewicht)) wie folgt:

5, . 104.07
Y(r— ) = 69.67 + 102.06

y=j+ -2 (z —174.67) = —108.49 + 1.02z

Die Regressionsgerade fiir Gewicht erklirt durch Korpergrofe (Gewicht gegen Grofie, Gewicht = f(Grofe)) ist

Sey, 104.07

T=17+ (y — 69.67) = 130.78 + 0.63y

I Beachten Sie, dass die Regressionsgeraden unterschiedlich sind!

53 von 187



4 REGRESSION UND KORRELATION

Regressionsgeraden von Grél3e und Gewicht

110+

100

©
T

80

Gewicht (Kg)

70

60

50

150 160 170 180 190 200
GrofR3e (cm)

Ublicherweise sind die Regressionsgeraden von Y gegen X und X gegen Y nicht gleich, aber sie schneiden sich
immer im Mittelpunkt (7, 7).

Wenn es eine perfekte lineare Beziechung zwischen den Variablen gibt, dann sind beide Regressionsgeraden gleich, da
diese Linie sowohl X-Residuen als auch Y -Residuen auf null setzt.

Perfekte lineare Regression keine lineare Regression

Y gegen X
Y gegen X = X gegen Y

gegen Y

Wenn es keine lineare Beziehung zwischen den Variablen gibt, dann sind beide Regressionsgeraden konstant und
gleich den jeweiligen Mittelwerten

Y=y, T =1x.

Daher schneiden sie sich senkrecht.

4.4.2 Regressionskoeffizient

Der wichtigste Parameter einer Regressionsgeraden ist die Steigung.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

1 Definition Regressionskoeffizient byy

Fiir eine zweidimensionale Variable (X, Y") gibt der Regressionskoeffizient der Regressionsgeraden von Y ge-
gen X deren Steigung an,

Der Regressionskoeffizient hat immer das gleiche Vorzeichen wie die Kovarianz. Er misst, wie sich die abhingige
Variable Y in Bezug auf die unabhingige Variable X gemil} der Regressionsgerade verdndert. Insbesondere gibt er
an, um wie viele Einheiten die abhéngige Variable pro Einheit, die die unabhingige Variable zunimmt, steigt oder
fallt.

@ Beispiel: KorpergroBen und Gewichte

In unserer Stichprobe mit den Variablen Korpergroe und Gewicht war die Regressionsgerade fiir das Gewicht
in Bezug auf die KorpergroBe

y = —108.49 + 1.02z.

Daher ist der Regressionskoeffizient fiir das Gewicht in Bezug auf die Korpergrofe

by, = 1.02 Kg/em.

Das bedeutet, dass das Gewicht gemél3 der Regressionsgerade in Bezug auf die Korpergrole um 1.02 kg pro
Zentimeter zunimmt, wenn die KorpergrofB3e steigt.

Regressionsgerade
Gewicht gegen Grof 1.02 Kg Gewicht

1 cm
Grofie

4.4.3 Modellvorhersage

Ublicherweise werden Regressionsmodelle verwendet, um die abhiingige Variable Y fiir bestimmte Werte der unab-
héngigen Variablen X vorherzusagen.

O Denken Sie daran!

Um die besten Vorhersagen einer Variablen zu erhalten, miissen Sie die Regressionsgerade verwenden, bei der
diese Variable die abhédngige Rolle Y spielt.

@ Maochten wir das Gewicht einer Person mit einer KorpergroBe von 180cm vorhersagen, miissen wir die Re-
gressionsgerade fiir das Gewicht in Bezug auf die Korpergrofle verwenden.

y = —108.49 +1.02 - 180 = 75.11 Kg.

Um hingegen die Kdrpergrofe einer Person mit einem Gewicht von 79kg vorherzusagen, miissen wir die
Regressionsgerade fiir die KorpergroB3e in Bezug auf das Gewicht verwenden,

= 130.78 +0.63 - 79 = 180.55 cm.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

Aber wie zuverldssig sind diese Vorhersagen?

4.5 Korrelation

Sobald wir ein Regressionsmodell haben, miissen wir seine Vorhersagefahigkeit bewerten, indem wir die Anpassungs-
giite des Modells und die Stirke der Beziehung, die es aufbaut, untersuchen. Dieser Teil der Statistik wird als Korre-
lation bezeichnet.

Die Korrelationsanalyse untersucht die Residuen eines Regressionsmodells: Je kleiner die Residuen, desto besser passt
das Modell und desto stéirker ist die Beziehung, die es aufbaut. Um die Anpassungsgiite eines Regressionsmodells zu
messen, wird hiufig die residuale Varianz verwendet.

2

Definition “Residuale Varianz s;.,

Bei einem Regressionsmodell y = f(x) fiir eine zweidimensionale Variable (X,Y") ist die residuale Varianz
die durchschnittliche quadratische Abweichung der Residuen,

2 _ Zezzjnij _ Z(yj _f(xi»?nij'

Sry

n n

Je groBer die Residuen, desto grofer die residuale Varianz und desto kleiner die Anpassungsgiite. Wenn die lineare
Beziehung perfekt ist, sind die Residuen Null und die residuale Varianz ist ebenfalls Null. Umgekehrt gilt, dass wenn es
keine Beziehung gibt, die Residuen mit den Abweichungen vom Mittelwert {ibereinstimmen und die residuale Varianz
gleich der Varianz der abhingigen Variable ist.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

Regressionsgerade von

Y gegen X

(i ¥))
Y1 a i

nicht erklarte

Variation

Totale Variation ej=y;—f(x)

> yi—y

f(x)H

Erklarte Variation
f(x) -y

‘?I
-

4.6 Korrelationskoeffizienten

4.6.1 Bestimmheitsmal

Es ist moglich, aus der Reststreuung eine andere Korrelationsstatistik zu definieren, die leichter interpretierbar ist.

1 Definition Bestimmtheitsmaf Rz).

Fiir ein Regressionsmodell y = f(x) einer zweidimensionalen Variablen (X, Y), ist sein Bestimmtheitsmal

2
s
2 ry
R = — 5—2
y
Da die Reststreuung von 0 bis 812/ reicht, gilt:
0<R*<1

Je groBer R? ist, desto besser passt das Regressionsmodell und desto zuverlissiger werden seine Vorhersagen sein.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

« Wenn R? = 0, gibt es keine Beziechung gemif dem Regressionsmodell.
« Wenn R? = 1, ist die Beziehung gemi dem Modell perfekt.

4.6.2 Lineares Bestimmtheitsmal}

Wenn das Regressionsmodell linear ist, betrigt die Reststreuung

2 $2

2 Y 2 oY _ 2 Ty
Sy + — Sz 2 5 Say = Sy 2

xT X xT

52 5121 — Sg%y 2 2
2 Ty T _ ry _ “my
R = _5_2_1_ 52 _1_1+8252_8252'
Yy Y 2y z°y
@ Beispiel
In der Stichprobe zu KorpergroBie und Gewicht gelten folgende Kennwerte:
T = 174.67 cm 52 = 102.06 cm?
y = 69.67 Kg s2 = 164.42 Kg”
Sgy = 104.07 cm - Kg
Das Bestimmtheitsmal} errechnet sich also per
oS3 (104.07cm-Kg)? 0.65
s2s2 102.06 cm? - 164.42Kg®>

Das bedeutet, dass das lineare Modell Gewicht erkldrt durch Grofie 65% der Variation des Gewichts erklart und das
lineare Modell Korpergrofe erkldrt durch Gewicht ebenfalls 65% der Variation der KorpergroBe erklart.

4.6.3 Korrelationskoeffizient

Definition Korrelationskoeffizient -2

Gegeben eine Stichprobe zweidimensionaler Variablen (X, Y), ist der Korrelationskoeffizient der Stichprobe die

Wurzel des linearen Bestimmtheitsmalles mit dem Vorzeichen der Kovarianz:

Das Bestimmheitsmafl R? reicht von 0 bis 1, und r reicht von -1 bis 1,
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4 REGRESSION UND KORRELATION

—1<r<1

Der Korrelationskoeffizient misst nicht nur die Starke, sondern auch die Richtung (steigend oder fallend) der linearen
Beziehung:

* Wenn r = 0, gibt es keine lineare Beziehung.
* Wenn r = 1, gibt es eine perfekte steigende lineare Beziehung.

* Wenn r = —1, gibt es eine perfekte fallende lineare Beziehung.

@ Beispiel

In der Stichprobe zu KorpergrofB3e und Gewicht gelten folgende Kennwerte:
x =174.67 cm s2 = 102.06 cm?
y = 69.67 Kg s2 = 164.42 Kg”
Sgy = 104.07 cm - Kg

Der Korrelationskoeffizient kann nun berechnet werden mit:

. Sey _ 104.07 cm - Kg _ 108,
SgSy  10.1em-12.82Kg

Dies bedeutet, dass es eine relativ starke steigende lineare Beziehung zwischen Korpergrofie und Gewicht gibt.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

4.6.4 Zuverldssigkeit von Regressionsvorhersagen

Das Bestimmtheitsmal erklart, wie gut ein Regressionsmodell passt, aber andere Faktoren beeinflussen auch die Zu-
verldssigkeit von Regressionsvorhersagen:

« Ein hoheres R? bedeutet eine bessere Passung und zuverlissigere Vorhersagen.
* Eine hohere Variabilitit der Grundgesamtheit macht Vorhersagen schwieriger und weniger zuverldssig.
* Eine grofere Stichprobengrofie bietet mehr Informationen und ermoglicht zuverldssigere Vorhersagen.

Dartiiber hinaus muss man beachten, dass ein Regressionsmodell nur fiir den in der Stichprobe beobachteten Wertebe-
reich giiltig ist. Daher sollten keine Vorhersagen fiir Werte weit auBerhalb dieses Bereichs gemacht werden, da wir fiir
diese keine Informationen haben.

4.7 nicht-lineare Regression

Eine nichtlineare Regression kann auch mit der Methode der kleinsten Quadrate durchgefiihrt werden. Allerdings kann
in einigen Fillen die Anpassung eines nichtlinearen Modells durch eine einfache Transformation seiner Variablen auf
die Anpassung eines linearen Modells reduziert werden.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

4.7.1 Transformationen von nichtlinearen Regressionsmodellen

* Logarithmisches Modell: Ein logarithmisches Modell y = a + b log « kann durch den Wechsel ¢ = log x in ein
lineares Modell {iberfiihrt werden:

y=a+blogr =a+ bt

« Exponentielles Modell: Ein exponentielles Modell y = e**%® kann durch den Wechsel z = log ¥ in ein lineares
Modell iiberfiihrt werden:

z = logy = log(e™") = a + bz

« Potenzialmodell: Ein Potenzialmodell y = a2 kann durch die Wechsel ¢ = log 2 und z = log y in ein lineares
Modell iiberfiihrt werden:

z = logy = log(ax®) = loga + blogx = a’ + bt.

* Inversmodell: Ein Inversmodell y = a + b/x kann durch den Wechsel t = 1/ in ein lineares Modell tiberfiihrt
werden:

y=a+0b(l/x)=a+bt

« Sigmoidales Modell: Ein sigmoidales Modell y = e®*%/® kann durch die Wechsel t = 1 /xund z = logy in
ein lineares Modell iiberfiihrt werden:

z = logy = log(e®™/*) = a + b(1/z) = a + bt

4.7.2 exponentieller Zusammenhang

Die nachfolgende Tabelle zeigt die Anzahl an Bakterien in einer Kultur iiber mehrere Stunden.

Stunden | Bakterien
25
28
47
65
86
121
190
290
362

o

O N O Ut W+

Das dazugehorige Streudiagramm sieht so aus:
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4 REGRESSION UND KORRELATION

Bakterienwachstum
350 ¢
300- o
< 2501
@
T 200 °
¥4
1]
0 150
[}
100
[ ]
[}
50 ®
Y (]
0 2 4 6 8
Stunden

Wenn wir ein lineares Modell erstellen (engl: 7o fit, auch fitten genannt), erhalten wir

Bakterien = —30, 18 + 41, 27 Stunden, mit R? = 0, 85.

Die Regressionsgerade sicht so aus:

lineare Regression des Bakterienwachstums

350 1

300+ R?>=0.85

250 1

200 1

Bakterien

150

100

50

Ist dies ein gutes Modell?

4.7.2.1 exponentielles Modell

Obwohl das lineare Modell nicht schlecht ist, erscheint ein exponentielles Modell aufgrund der Form des Punktwolken-
Clouds des Streuplots geeigneter zu sein.
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4 REGRESSION UND KORRELATION

Um ein exponentielles Modell y = e*+** zu konstruieren, kénnen wir die Transformation z = log y anwenden, indem
wir also eine logarithmische Transformation der abhidngigen Variablen durchfiihren.

Stunden | Bakterien | log(Bakterien)
0 25 3.22
1 28 3.33
2 47 3.85
3 65 4.17
4 86 4.45
5 121 4.80
6 190 5.25
7 290 5.67
8 362 5.89

Logarithmus des Bakterienwachstums

( ]
[ ]
5.5+
[ ]
S 501
2 .
s 4.5- o
o
(@)] [ )
L2 401
[ ]
3.5
o
( ]
T T T T T
0 2 4 6 8

Stunde

Jetzt bleibt nur noch, die Regressionslinie des Logarithmus der Bakterien iiber die Stunden zu berechnen:

log(Bakterien) = 3.107 + 0.352 Stunden,

und die Variable abschlieBend zuriickzutransformieren,

Bakterien = 63'107+O‘352 Stunden

errechnet sich R? = 0, 99.

Daher passt das exponentielle Modell deutlich besser als das lineare Modell.
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Exponentielle Regression des Bakterienwachstums

350+

300+

Bakterien
= | N N
o [8)] o [8)]
(@) o o o
1 1 1 1

al
o
1

4.7.3 Regressionsrisiken

Es ist wichtig zu beachten, dass jedes Regressionsmodell seinen eigenen Bestimmtheitskoeffizienten hat. Daher be-
deutet ein nah an Null liegender Bestimmtheitskoeffizient, dass es keine vom Modell festgelegte Beziehung gibt. Aber
das bedeutet nicht, dass die Variablen unabhdngig sind, da es eine andere Art von Beziehung geben konnte.

8- . ‘o: 8- °
71 e y=0.04x + 3.56 ) 7 y=0.25x" +-2.53x + 8.09

2 _ o 2 _
6 % R*=0 e 6 R?=0.98
54 * (] :‘. 54

> ° oo >
4 o3 4
® e
31 N 31
Wi, o L ae
2+ :’q,;. So 0 §° 2+
o0 © eo®
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X

4.7.4 AusreiBBer in Regressionsmodellen

In Regressionsstudien sind Ausrei3er Punkte, die nicht der Tendenz der restlichen Punkte folgen, auch wenn die Werte
des Paares fiir jede Variable separat keine Ausreifer sind.
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Punktwolke mit Ausreisser

10

Ausreissere

Ausreifler in Regressionsstudien kdnnen drastische Verdnderungen in den Regressionsmodellen hervorrufen.

Lineare Regression ohne Ausreisser

Lineare Regression mit Ausreisser

104

10
° 84 o
y=-0.55x +5.19 y=-0.03x + 3.73
R*=0.97 6- R?=0
> °
44 °
° e
® 2 ° °
°
0_
0 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
X X

4.7.5 Simpsons Paradox

Manchmal verschwindet ein Trend oder kehrt sich sogar um, wenn man die Probe nach einer qualitativen Variable
aufteilt, die mit der abhédngigen Variablen zusammenhéngt. Dies wird als Simpsons Paradox bezeichnet.

Punkte

Lineare Regression Punkte gegen Lernzeit

Lineare Regression Punkte gegen Lernzeit

10 A

10 A

y=-0.11x + 5.02
® r=-0.24

Punkte

B schlechte StudiW

| B gute Studierende
y=0.42x + 3.67

wochentliche Lernzeit in Stunden

15
wochentliche Lernzeit in Stunden
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5 Wahrscheinlichkeit

Die deskriptive Statistik bietet Methoden zur Beschreibung der in der Probe gemessenen Variablen und ihrer Bezie-
hungen, ermdglicht jedoch keine Schliisse aus dieser Probe auf die Grundgesamtheit.

Jetzt ist es Zeit, von der Stichprobe zur Grundgesamtheit zu gelangen, und die Briicke dafiir ist die Wahrscheinlich-
keitstheorie.

Bitte beachten Sie, dass die Stichprobe nur begrenzte Informationen iiber die Grundgesamtheit hat, und um giiltige
Schliisse fiir diese zu ziehen, muss die Probe reprdsentativ sein. Dies ist strenggenommen nur bei Zufallsstichproben
gegeben.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie wird uns Werkzeuge bieten, um den Zufall in der Stichprobenziehung zu kontrollieren
und das Vertrauensniveau der aus der Stichprobe gezogenen Schliisse zu bestimmen.

5.1 Experiment mit zufdlligem Ergebnis

Die Untersuchung einer Eigenschaft der Grundgesamtheit erfolgt durch Experimente mit zufdlligem Ergebnis.
Definition “Zufallsexperiment”
Ein Zufallsexperiment ist ein Experiment, das zwei Bedingungen erfiillt:

1. Alle moglichen Ergebnisse sind bekannt.
2. Esist unmdglich, das Ergebnis mit absoluter Sicherheit vorherzusagen.

@ Beispiel: Gliicksspiele

Gliicksspiele sind typische Beispiele flir Experimente mit zufdlligem Ergebnis. Zum Beispiel ist das Werfen
eines Wiirfels ein solches Experiment, weil:

1. Der Satz der moglichen Ergebnisse bekannt ist: {1,2,3,4,5,6}.
2. Bevor der Wiirfel geworfen wird ist es unmdglich das Ergebnis mit absoluter Sicherheit vorherzusagen.

Ein weiteres Beispiel, das nichts mit Gliicksspielen zu tun hat, ist die zufdllige Auswahl einer Person aus einer mensch-
lichen Grundgesamtheit und die Bestimmung ihrer Blutgruppe.

Grundsitzlich ist die Ziehung einer Stichprobe mittels einer Zufallsmethode ein Zufallsexperiment.

5.1.1 Wahrscheinlichkeitsraum

Definition “Wahrscheinlichkeitsraum €2”

Der Satz 2 der moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments wird als Wahrscheinlichkeitsraum (Probabilitéts-
raum) bezeichnet.
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@ Beispiele fiir Probabilititsraume:

* Beim Werfen einer Miinze ist 2 = {Kopf, Zahl}.

* Beim Werfen eines Wiirfels ist 2 = {1,2,3,4,5,6}.

* Beim Blutgruppentest einer zuféllig ausgewéhlten Person ist 2 = {0, A, B, AB}.
* Bei der KorpergroBe einer zufillig ausgewihlten Person ist 2 = R™.

5.1.2 Baumdiagramme

In Experimenten, bei denen mehr als eine Variable gemessen wird, kann die Bestimmung des Wahrscheinlichkeits-

raums schwierig sein. In solchen Fillen ist es ratsam, ein Baumdiagramm zur Konstruktion des Probabilitdtsraums zu
verwenden.

In einem Baumdiagramm wird jede Variable auf einer Ebene des Baums dargestellt und jeder mogliche Wert der
Variablen als Zweig.

Blutgruppe
Geschlecht 0 - - - - (weiblich,0)
A ---- (weiblich,A)
weiblich
Q2 B - - - - (weiblich,B)
AB - - (weiblich,AB)
0 - - - - (ménnlich,0)
A - -- (ménnlich,A)
mannlich

B --- (ménnlich,B)

AB - - (ménnlich,AB)

5.1.3 Zufallsereignis

Definition Zufallsereignis
Ein zufilliges Ereignis ist jede Teilmenge des Probabilititsraums (2 eines Zufallsexperimentes.
Es gibt verschiedene Arten von Ereignissen:

« unmogliches Ereignis: Dies ist das Ereignis ohne Elemente (). Es hat keine Chance einzutreten.

* elementare Ereignisse: Dies sind Ereignisse mit nur einem Element.

» zusammengesetzte Ereignisse: Dies sind Ereignisse mit zwei oder mehr Elementen.

» sicheres Ereignis: Dies ist das Ereignis, das den gesamten Probabilitdtsraum €2 enthalt. Es tritt immer ein.
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5.2 Mengentheorie

5.2.1 Ereignisraum

Definition 32 Ereignisraum

Gegeben einen Wahrscheinlichkeitsraum €2 eines Zufallsexperimentes, ist die Ereignismenge von €2 die Menge
aller moglichen Ereignisse von €2 und wird mit P (2) bezeichnet.

@ Beispiel

Fiir den Probabilititsraum © = {a, b, ¢} ist dessen Ereignismenge:

P(Q) = {0, {a}, {0}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, ¢}, {a, b, ¢}}

5.2.2 Ereignisoperationen

Da Ereignisse Teilmengen des Wahrscheinlichkeitsraums sind, haben wir mittels der Mengentheorie folgende Opera-
tionen an Ereignissen:

* Vereinigung
* Schnittmenge

» Komplementiarmenge
* Differenzmenge

5.2.2.1 Vereinigung von Ereignissen

Definition “Vereinigungsereignis”

Gegeben zwei Ereignisse A, B C (), ist die Vereinigung von A und B, bezeichnet mit A U B, das Ereignis aller
Elemente, die Mitglieder von A oder B oder beiden sind.

AUB = {z|xz € Aoderz € B}.

AUB

Das Vereinigungsereignis A, B C € tritt ein, wenn A oder B eintreten.
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5.2.2.2 Schnittereignis

Definition “Schnittereignis”

Angenommen, wir haben zwei Ereignisse A und B, die Teilmengen von € sind. Das Schnittereignis (Intersec-
tion) von A und B, bezeichnet mit A N B, ist das Ereignis aller Elemente, die sowohl zu A als auch zu B
gehoren.

ANB={z|z € Aundz € B}.

Das Ereignis A N B tritt ein, wenn sowohl A als auch B eintreten. Zwei Ereignisse sind unméglich, wenn ihr Schnitt
leer ist.

5.2.2.3 Komplementarereignis

Definition “Komplementérereignis”

Angenommen, wir haben ein Ereignis A, das eine Teilmenge von 2 ist. Das komplementire oder gegensitzliche
Ereignis zu A, bezeichnet mit A, ist das Ereignis aller Elemente in €2 auBer denjenigen, die zu A gehoren.

A={z|z ¢ A}.

|

Das komplementére Ereignis A tritt ein, wenn A nicht eintritt.

5.2.2.4 Differenzereignis

Definition “Differenzereignis”

Gegeben sind zwei Ereignisse A und B als Teilmengen von 2. Die Differenz von A und B, bezeichnet mit
A — B, ist das Ereignis aller Elemente, die zu A gehoren, aber nicht zu B.

A—B={z|r€Aundz ¢ B} = ANB.
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Das Differenzereignis A — B tritt ein, wenn A eintritt, aber B nicht.

5.2.2.5 Beispiel

@ Beispiel
Der Ereignisraum beim Wiirfeln ist 2 = {1, 2, 3,4, 5,6} und die Ereignisse sind

« A={2,4,6} und
* B={1,2,3,4},

dann gilt:

* Die Vereinigungsmenge von A und Bist AU B = {1,2,3,4,6}.

« Die Schnittmenge von A und Bist AN B = {2,4}.

« Das Komplement von A ist A = {1,3,5}

« Die Ereignisse A und A schlieBen sich gegenseitig aus.

« Die Differenz von A und B ist A — B = {6} und die Differenz von Bund A ist B — A = {1, 3}

5.2.3 Algebra

Sind die Ereignisse A, B, C' C 2 gegeben, treffen die folgenden algebra’schen Eigenschaften zu:

* Idempotenz: AUA=A, ANA=A

o Kommutativitit: AUB=BUA, ANB=BNA

* Assoziativitit: ( AUB)UC = AU (BUC), (ANB)NC=An(BNCQC)

« Distributivitit: AUB)NC =(ANC)U(BNC), (ANB)UC=(AuC)Nn(BUC)
* Neutrales Element: AUQ =A, ANQ=A

« absorbierendes Element: AUQ =Q, ANQ=10
« komplementires symmetrisches Element AU A=, ANA={
« doppelte Negation: A = A

* De Morgansche Gesetze: AUB=ANB, ANB=AUB

5.3 Wahrscheinlichkeit

Defintion “Wahrscheinlichkeit” (nach Laplace)

Fiir ein Zufallsexperiment mit einem Ereignisraum (2, dessen Elemente alle gleich wahrscheinlich sind, ist die
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A C ) der Quotient zwischen der Anzahl der Elemente von A und der
Anzahl der Elemente von )
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P(A) = |A|  Anzahl gewiinschter Ergebnisse
~ Q] Anzahl aller mbglichen Ergebnisse

Diese Definition ist gut bekannt, hat aber wichtige Einschrinkungen:

» Es wird verlangt, dass alle Elemente des Ereignisraums gleich wahrscheinlich sind (Gleichwahrscheinlichkeit).
+ Sie kann nicht bei unendlichen grof3en Ereignisriumen angewendet werden.

! Vorsicht!

Diese Bedingungen werden in vielen echten Experimenten nicht erfiillt.

] Beispiel

Angenommen, der Ereignisraum beim Werfen eines Wiirfels ist 2 = {1,2,3,4,5,6} und das Ereignis A =
{2,4, 6}, dann betragt die Wahrscheinlichkeit von A
Al 3
P(A)=— =-=0..
Allerdings ist es beim Ereignisraum der Blutgruppe einer zuféllig ausgewdhlten Person 2 = {O, A, B, AB}
nicht moglich, die klassische Definition zu verwenden, um die Wahrscheinlichkeit fiir Gruppe A zu berechnen,
Al _ 1
— = — = 0.25,
2 4

...weil Blutgruppen in der menschlichen Bevolkerung nicht gleich wahrscheinlich sind.

P(A)

5.3.1 Haufigkeitswahrscheinlichkeit

Definition “Gesetz der groen Zahlen”

Wenn ein zufalliges Experiment eine gro3e Anzahl von Malen wiederholt wird, néhert sich die relative Haufigkeit
eines Ereignisses der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses an.

Die folgende Definition der Wahrscheinlichkeit basiert auf diesem Satz.

Definition “Frequenzwahrscheinlichkeit”

Gegeben ein Ereignisraum () eines reproduzierbaren zufdlligen Experiments, betrdgt die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses A C () die relative Haufigkeit des Ereignisses A bei einer unbegrenzten Anzahl von Wieder-
holungen des Experiments.

n—oo

n
P(A)=1i 4
(A) =lim "

Auch diese Definition hat einige Nachteile:

+ Sie berechnet eine Schdtzung der realen Wahrscheinlichkeit.
» Die Wiederholung des Experiments muss unter identischen Bedingungen stattfinden.
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@ Beispiel Miinzwurf

Gegeben ist der Ereignisraum beim Werfen einer Miinze 2 = { Kopf, Zahl}. Wenn nach 100 Wiirfen 54mal
Kopf herauskam, betrdgt die Wahrscheinlichkeit von Kop f

Mropf _ 54

P(Kopf) = —/ 100

= 0.54.

@ Beispiel Blutgruppen

Gegeben ist der Ereignisraum der Blutgruppe einer zuféllig ausgewihlten Person 2 = {O, A, B, AB}. Wenn
nach einer Zufallsstichprobe von 1.000 Personen 412 mit der Blutgruppe A dabei waren, betrigt die Wahrschein-
lichkeit von A

na 412

P(A)= = =—=0412.
(4) n 1000

5.3.2 Axiomatische Wahrscheinlichkeit

Definition “Wahrscheinlichkeit” (nach Kolmogorov)

Gegeben ein Ereignisraum ) eines zufélligen Experiments, ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion eine Funktion,
die jeden Ereigniswert A C ) auf eine reelle Zahl P(A) (bekannt als Wahrscheinlichkeit von A), abbildet und
folgende Axiome erfiillt:

1. Die Wahrscheinlichkeit jedes Ereignisses ist nicht negativ,
P(A) > 0.

2. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisraums betrégt 1,
P(Q)=1

3. Die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung zweier inkompatibler Ereignisse (A N B = () ist die Summe

ihrer Wahrscheinlichkeiten
P(AUB) = P(A)+ P(B).

5.3.2.1 Eigenschaften der axiomatischen Wahrscheinlichkeit

Aus diesen Axiomen lassen sich einige wichtige Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsfunktion ableiten. Gegeben
ein Ereignisruam () eines zufilligen Experiments und die Ereignisse A, B C (), gelten folgende Eigenschaften:

1. P(A)=1—P(A).

2. P(0)=0.

3. Wenn A C B dann P(A) < P(B).

4. P(A) < 1.Dasbedeutet P(A) € [0,1].

5. PPIA—B) = P(A) — P(AN B).

6. PLAUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B).

7. Wenn A = {eq,...,e,},und e; i = 1,...,n Elementarereignisse sind, dann gilt

P(A) = i Ple,).

72 von 187



5 WAHRSCHEINLICHKEIT

5.3.3 Wahrscheinlichkeitsinterpretation

GeméB den vorherigen Axiomen ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A eine reelle Zahl P(A), die stets im
Bereich von 0 bis 1 liegt.

Auf gewisse Weise driickt diese Zahl die Glaubwiirdigkeit des Ereignisses aus, d.h. die Chancen, dass das Ereignis A
in dem Experiment eintritt. Daher gibt sie auch ein MaB fiir die Unsicherheit beziiglich des Ereignisses an.

« Die maximale Unsicherheit entspricht der Wahrscheinlichkeit P(A) = 0,5 (A und A haben die gleiche
Chance, einzutreten).

+ Die minimale Unsicherheit entspricht der Wahrscheinlichkeit P(A) = 1 (A wird mit absoluter Sicherheit
eintreten) und P(A) =0 (A wird mit absoluter Sicherheit nicht eintreten).

Wenn P(A) nédher bei 0 als bei 1 liegt, sind die Chancen, dass A nicht eintritt, grofer als die Chancen, dass A eintritt.

Im Gegensatz dazu, wenn P(A) néher bei 1 als bei 0 liegt, sind die Chancen, dass A eintritt, groBer als die Chancen,
dass A nicht eintritt.

5.4 bedingte Wahrscheinlichkeit

Gelegentlich konnen wir bereits vor der Durchfiihrung eines Experiments einige Informationen dariiber erhalten. Ub-
licherweise wird diese Information als Ereignis B des gleichen Ereignisraums gegeben, von dem wir wissen, dass es
wahr ist, bevor wir das Experiment durchfiihren.

In einem solchen Fall werden wir sagen, dass B ein konditionierendes Ereignis ist und die Wahrscheinlichkeit eines
anderen Ereignisses A als bedingte Wahrscheinlichkeit bezeichnen. Diese wird als P(A|B) ausgedriickt.

Dies muss als “Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B” oder “Wahrscheinlichkeit von A gegeben B” gele-
sen werden.

e Beispiel

Konditionierende Ereignisse dndern normalerweise den Ereignisraum und damit die Wahrscheinlichkeiten der
Ereignisse. Angenommen, wir haben eine Stichprobe von 100 Frauen und 100 Ménnern mit den folgenden
Haufigkeiten:

Nichtraucher | Raucher

Mainner 60 40

Dann betrigt die Wahrscheinlichkeit, ein Raucher zu sein, basierend auf der gesamten Probe:

60
200 =
Wenn wir jedoch wissen, dass die Person eine Frau ist, wird die Stichprobe auf die erste Zeile reduziert und die
Wabhrscheinlichkeit, eine Raucherin zu sein, betrégt:

P(Raucher) = 0.3.

20
P(Raucherin|Frau) = 100 = 0.2.

Definition “bedingte Wahrscheinlichkeit”

Gegeben ist ein Ereignisraum 2 eines zufilligen Experiments und zwei Ereignisse A, B C €2, so ist die Wahr-
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scheinlichkeit von A unter der Bedingung, dass B eintritt:

P(AN B)

P(AIB) = — 5

solange P(B) # 0.

Diese Definition ermdglicht es, bedingte Wahrscheinlichkeiten zu berechnen, ohne den urspriinglichen Ereignisraum
zu éndern.

"] Beispiel
In dem vorherigen Beispiel ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass eine Person Raucher und weiblich ist:

o P(Raucher N weiblich) 20/200 20
P(Raucher|weiblich) = = = =02
(Raucher|weiblich) P(weiblich) 100/200 100

5.4.1 Wahrscheinlichkeit des Schnittmengen-Ereignisses:

Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit kann die Formel fiir die Wahrscheinlichkeit der Schnittmenge
zweier Ereignisse abgeleitet werden:

P(AN B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

@ Beispiel: Brustkrebs

In einer Bevdlkerung gibt es 30 % Raucherinnen und wir wissen, dass 40 % dieser Raucher Krebs haben. Die
Wahrscheinlichkeit, dass eine zufdllig ausgewihlte Person raucht und Krebs hat, betrégt:

P(Raucher N Krebs) = P(raucher)P(Krebs|Raucher) = 0.3 x 0.4 = 0.12.

5.4.2 Unabhangigkeit der Ereignisse

Manchmal dndert das bedingende Ereignis die urspriingliche Wahrscheinlichkeit des Hauptereignisses nicht.
Definition “Unabhéngige Ereignisse”

Gegeben einen Ereignisraum 2 eines zufilligen Experiments, sind zwei Ereignisse A, B C Q) unabhdngig, wenn
die Wahrscheinlichkeit von A sich nicht dndert, wenn sie durch B bedingt ist, und umgekehrt, d.h.,
P(A|B)=P(A) und P(B|A)= P(B),
wenn P(A) # 0 und P(B) # 0.
Das bedeutet, dass das Eintreten eines Ereignisses keine relevante Information liefert, um die Unsicherheit des anderen
Ereignisses zu dndern.

Wenn zwei Ereignisse unabhingig sind, ist die Wahrscheinlichkeit ihrer Schnittmenge gleich dem Produkt ihrer Wahr-
scheinlichkeiten,
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P(ANB) = P(A) - P(B)

@ Beispiel: Miinzwurf

Der Ereignisraum fiir den doppelten Wurf einer Miinze ist Q@ = {(K,K), (K, Z),(Z,K),(Z,Z)} und alle
Elemente sind gleich wahrscheinlich, wenn die Miinze fair ist. Daher haben wir durch die klassische Definition
der Wahrscheinlichkeit

P(K,K)) = i — 0.95.

Wenn wir K, = {(K,K), (K, Z)}, d.h., Kopf beim ersten Wurf, und H, = {(K, K), (Z, K)} nennen, d.h.,

Kopf beim zweiten Wurf, kdnnen wir das gleiche Ergebnis erhalten, indem wir davon ausgehen, dass diese
Ereignisse unabhingig sind,

P(K,K)=P(K, NK,) = P(K,)  P(K,) =

—1—025
=7 =0.25.

= Do
N\

5.5 Wahrscheinlichkeitsraum

Definition “Wahrscheinlichkeitsraum”
Ein Wahrscheinlichkeitsraum eines zufélligen Experiments ist ein Tripel (£, &, P) wobei

*  der Ereignisraum des Experiments ist.
* F eine Menge von Ereignissen des Experiments ist.
* P eine Wahrscheinlichkeitsfunktion ist.

Wenn wir die Wahrscheinlichkeiten aller Elemente von {2 kennen, konnen wir leicht den Wahrscheinlichkeitsraum
konstruieren und die Wahrscheinlichkeit jedes Ereignisses in F berechnen.

5.5.1 Konstruktion des Wahrscheinlichkeitsraums

Um die Wahrscheinlichkeit jedes moglichen (elementaren) Ereignisses zu berechnen, konnen wir ein Baumdiagramm
verwenden. Dabei gelten folgende Regeln:

1. Jede Kante im Baum erhélt eine Wahrscheinlichkeit. Diese gibt an, wie wahrscheinlich der jeweilige Wert unter
der Bedingung der vorherigen Knoten ist.

2. Die Wahrscheinlichkeit eines vollstdndigen Pfads (also eines Ereignisses ganz am Ende des Baums) ergibt sich,
indem man die Wahrscheinlichkeiten aller Kanten entlang dieses Pfads miteinander multipliziert — vom Start
(Wurzel) bis zum Ende (Blatt).

Y Q Wahrscheinlichkeit
X
P P
P(y1|11) Y1 --- (mhyl) ,Em}z,(,y}l,ml,) P($1ﬂy1)
P(zy)— "1 P(a1)Pyslz1)
: P(y2|x1) y2”’(l’17y2)777177’%’1’ P(I’lmyz)
P P
P( P(y1|w2) Y --- (xQ,yl) ,Em?z,(,yllir%) P(:CZﬂyl)
I P(22)P(y2lz2)
P(yalaz) = Y2 --- (¥2,42) --------~- P(z2Ny2)

75 von 187



5 WAHRSCHEINLICHKEIT

5.5.2 Wabhrscheinlichkeitsbaum mit abhangigen Variablen

@ Beispiel: Rauchen und Krebs:

In einer Population gibt es 30 % Raucher und wir wissen, dass 40 % der Raucher Krebs haben, wihrend nur
10 % der Nichtraucher an Krebs erkrankt sind. Der Wahrscheinlichkeitsbaum des Wahrscheinlichkeitsraums
des zufilligen Experiments, das darin besteht, eine zufallig ausgewahlte Person auszuwéhlen und die Variablen
Rauchen und Brustkrebs zu messen, ist unten dargestellt.

Krebs Q ‘Wahrscheinlichkeit
Rauchen
04 K- RK)-- 22090 519
R <
0.3 — 0.3-0.6
06 ~K----(RK)---------- 0.18

5.5.3 Wahrscheinlichkeitsbhaum mit unabhangigen Variablen

@ Beispiel Miinzwurf

Der Wahrscheinlichkeitsbaum fiir das Zufallsexperiment zwei Miinzen zu werfen ist:

Miinze 2 Q ‘Wahrscheinlichkeit
Miinze 1
0.5 K----(KK)-- 05:05 0.25
K <
05 0.5 7Z----(K,Z)-- 0505 0.25

05 —~K----(ZK)----=-"---0.25
05— 7 ---- (22) -- =2 .25

@ Beispiel mit 3 Variablen

In einer Population gibt es 40% Méinner und 60% Frauen. Der Wahrscheinlichkeitsbaum fiir das Ziehen einer
zufilligen Stichprobe von drei Personen ist unten dargestellt.
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Person 3 Q ‘Wahrscheinlichkeit
Person 2
0,6 -0,6-0,6
Person 1 0,6 W (W,W,W) - - - 0,216
0,6 W < 0,6-0,6-0,4
04 —m---(W,w,m) --------- 0,144
w
0,6-0,4-0,6
ol 06 w---(wmw)--------- 0,144
04 ~m---(w,m,m)-------- 0,096
0,4-0,6-0,6
0,6 W--- (m,W,W) 7777777 0,144
o4 06— " < 0,4-0,6-0,4
0,4 m--- (m,w,m)-------- 0,096
m
0,4-0,4-0,6
ol 06— w---(mmw)-------- 0,096
’ m < 0,4-0,4-0,4
04 ~m-- (mmm)-------- 0,064

5.6 Satz von der vollstandigen Wahrscheinlichkeit:

Definition “Aufteilung des Wahrscheinlichkeitsraums”

Eine Menge von Ereignissen A, A,, ..., A,, aus demselben Ereignisraum €2 heif3t eine Aufieilung des Wahr-
scheinlichkeitsraums, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Die Vereinigung der Ereignisse ist der Ereignisraum, das heifit, A; U---U A, = Q
2. Alle Ereignisse sind paarweise ausschlieBend, das heifit A; N A; = 0 Vi 7.

Ay Ay | oo A,

Ublicherweise ist es einfach, eine Aufteilung des Wahrscheinlichkeitsraums zu erhalten, indem man eine Population
entsprechend einer kategorischen Variable aufteilt, wie beispielsweise Geschlecht oder Blutgruppe usw.

Wenn wir eine Aufteilung des Ereignisraums haben, kénnen wir sie verwenden, um die Wahrscheinlichkeiten anderer
Ereignisse in demselben Wahrscheinlichkeitsraum zu berechnen.

Definition “Gesamtwahrscheinlichkeit”

Gegeben eine Aufteilung A, ..., A, eines Wahrscheinlichkeitsraums €2, kann die Wahrscheinlichkeit jedes an-
deren Ereignisses B des selben Wahrscheinlichkeitsraums mit der folgenden Formel berechnet werden:

ZPA N B) :ip P(BJA,).
=1
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O Beweis
Der Beweis dieses Satzes ist recht einfach. Da A, ..., A,, eine Aufteilung von €2 ist, haben wir:

B=BNQ=BN(A,U--UA,)=(BNA)U--U(BNA,).

Und alle Ereignisse dieser Vereinigung sind paarweise ausschlieend, da A4, ..., A,,. Daher gilt:
P(B)=P((BNA;)uU--U(BNA,))=PBNA,)+-+P(BNA,) =

= P(A,)P(B|A,) + -+ P(A,)P(B|A,) ZP P(B|A,).

A1 xB A;xB A, xB

@ Beispiel: Diagnose

Ein Symptom .S kann durch eine Krankheit K verursacht werden, kann aber auch bei Personen ohne die Krank-
heit auftreten. In einer Population betrégt der Anteil der Menschen mit der Krankheit 0,2. Es ist bekannt, dass 90
% der Personen mit der Krankheit das Symptom aufweisen, wahrend nur 40 % der Personen ohne die Krankheit
es haben.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewéhlte Person aus der Bevolkerung das Symptom
hat?

Um diese Frage zu beantworten, kénnen wir den Satz von der vollstandigen Wahrscheinlichkeit unter Verwendung der
Aufteilung { K, K'} anwenden:

P(S) = P(K)P(S|K) + P(K)P(S|K) =0.2-0.9+ 0.8 - 0.4 = 0.5.
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Das heifit, die Hilfte der Bevolkerung hat das Symptom.

Tatsdchlich handelt es sich um einen gewichteten Mittelwert der Wahrscheinlichkeiten!

] Beispiel Wahrscheinlichkeitsbaum

Das Ergebnis der vorherigen Frage wird durch den Wahrscheinlichkeitsbaum des Wahrscheinlichkeitsraums
noch klarer:

Symptom Wahrscheinlichkeit
Krankheit
0,2-0,9
09 §---- K,S---ooim - 0,18
0,2 K < B 0,2-0,1
0,1 S----K,S---------- 0,02
0,8-0,4

P(S)=P(KNS)+P(ENS)=P(K)-P(S|K) + P(K) - P(SK)
=02-094+08-04=0.18+0.32=0.5.

5.7 Satz von Bayes

Eine Teilmenge eines Ereignisraums A, ---, A, kann auch als eine Menge von moglichen Hypothesen fiir ein Ereignis
B interpretiert werden. In solchen Fillen kann es hilfreich sein, die posteriori Wahrscheinlichkeit P(A;|B) jeder
Hypothese zu berechnen.

Satz von Bayes

Gegeben eine Partition A, ---, A, eines Ereignisraums {2 und ein weiteres Ereignis B desselben Mengenraums,
kann die bedingte Wahrscheinlichkeit jedes Ereignisses A; ¢ = 1,...,n unter B mit der folgenden Formel
berechnet werden:

P(A; N B) P(A;)P(BJA;)

PR = =By =5 playpsia)

In dem vorherigen Beispiel sollte die Diagnose fiir eine Person mit Symptomen gestellt werden.

In diesem Fall konnen wir K und K als die beiden méglichen Hypothesen fiir das Symptom S interpretieren. Die vorab

Wahrscheinlichkeiten dafiir sind P(K) = 0.2 und P(K) = 0.8. Das bedeutet, dass wenn wir keine Informationen
iiber das Symptom haben, die Diagnose nicht gestellt werden kann.

Allerdings dndert sich diese Unsicherheit beziiglich der Hypothese, wenn wir das Symptom beobachten. Dann miissen
wir die posteriori Wahrscheinlichkeiten berechnen, um zu diagnostizieren, d.h.

P(K|S)und P(K|S)

Zur Berechnung nutzen wir den Satz von Bayes:
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P(DIS) — P(D)P(SID) 0.2-0.9 _018 e
P(D)P(S|D)+ P(D)P(S|D) 02-09+08-04 05
P(DIS) = P(D)P(S|D) 0.8-0.4 _032_ o

P(D)P(S|D) + P(D)P(S|D) 02-09+08-04 05

Wie wir sehen konnen, hat sich die Wahrscheinlichkeit, die Krankheit zu haben, erh6ht. Trotzdem ist die Wahrschein-
lichkeit, sie nicht zu haben, immer noch groB3er als die Wahrscheinlichkeit, sie zu haben. Aus diesem Grund lautet die
Diagnose, dass die Person die Krankheit nicht hat.

In diesem Fall wird gesagt, dass das Symptom S nicht entscheidend ist, um die Krankheit zu diagnostizieren.

5.8 Epidemiologie

Einzelne Zweige der Medizin, die eine intensive Nutzung von Wahrscheinlichkeiten vornehmen, sind Epidemiologie
und Préventionsmedizin.

Die Epidemiologie untersucht die Haufigkeit und Ursachen von Krankheiten in Populationen, indem sie Risikofaktoren
fiir Krankheiten und Ziele zur priaventiven Gesundheitsversorgung identifiziert.

In der Epidemiologie ist man daran interessiert, wie hiufig ein medizinisches Ereignis [ (typischerweise eine Krank-
heit wie Grippe, ein Risikofaktor wie Rauchen oder ein Schutzfaktor wie eine Impfung) auftritt, das als nominale
Variable mit zwei Kategorien (das Eintreten oder Nicht-Eintreten des Ereignisses) gemessen wird.

Es gibt verschiedene Messgroflen zur Haufigkeit eines medizinischen Ereignisses. Die wichtigsten sind:

* Privalenz

* Inzidenz

» Relatives Risiko
* Odds Ratio

5.8.1 Pravalenz

Definition “Pravalenz”

Die Privalenz eines medizinischen Ereignisses K ist der Anteil einer bestimmten Bevdlkerung, der von diesem
medizinischen Ereignis betroffen ist.

Privalenz ( K) = Anzahl von K betroffener

Grofle der Bevolkerung

Die Priavalenz wird hdufig anhand einer Stichprobe geschitzt, indem man den relativen Anteil der Menschen berechnet,
die in der Stichprobe von dem Ereignis betroffen sind. Es ist auch iiblich, diesen Anteil als Prozentangabe auszudrii-
cken.

@ Beispiel

Um die Privalenz von Grippe zu schitzen, wurde eine Stichprobe von 1.000 Personen untersucht und 150 davon
hatten Grippe. Daher betrédgt die Pravalenz der Grippe etwa 150/1000 = 0,15 oder 15%.
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5.8.2 Inzidenz

Die Inzidenz misst die Wahrscheinlichkeit des Auftretens eines medizinischen Ereignisses in einer Bevolkerung in-
nerhalb eines bestimmten Zeitraums. Die Inzidenz kann als kumulative Anteilszahl oder als Rate gemessen werden.

Definition “kumulative Inzidenz”

Die kumulative Inzidenz eines medizinischen Ereignisses K ist der Anteil der Menschen, die das Ereignis in
einem bestimmten Zeitraum erlitten haben, d.h. die Anzahl der neuen Fille mit dem Ereignis in diesem Zeitraum
geteilt durch die GroBe der Risikobevolkerung. Anzahl neuer Félle mit

Anzahl Neuerkrankungen

R(K)

~ GroBe der Risikobevolkerung

@ Beispiel

Eine Bevolkerung enthélt zu Beginn 1.000 Personen ohne Grippe und nach zweijahriger Beobachtungszeit hatten
160 davon die Grippe. Die Anteilszahl der Grippe-Inzidenz berechnet sich mit
160
R(K)=——=0,16
(K) 1.000
Die kumulative Inzidenz liegt also beo 16% fiir zwei Jahre.

Definition “Inzidenzrate” (Absolutes Risiko)

Die Inzidenzrate oder das absolute Risiko eines medizinischen Ereignisse K ist die Anzahl neuer Erkrankungen
geteilt durch die GroBe der Risikobevdlkerung und die Anzahl der Zeiteinheiten in einem bestimmten Zeitraum.

_ Anzahl Neuerkrankungen
"~ GroBe der Risikobevolkerung x Anzahl Zeiteinheiten

R(K)

@ Beispiel

Eine Bevolkerung enthélt zu Beginn 1.000 Personen ohne Grippe und nach zweijahriger Beobachtungszeit hatten
160 davon die Grippe. Wenn man das Jahr als Zeiteinheit betrachtet, betragt die Inzidenzrate der Grippe

160
~1.000 - 2
Die Inzidenzrate liegt also bei 8% Personen pro Jahr.

R(K) = 0,08

5.8.3 Pravlenz oder Inzidenz

Die Priavalenz zeigt an, wie verbreitet ein medizinisches Ereignis ist und ist eher ein MaB fiir die Belastung des Er-
eignisses fiir die Gesellschaft ohne Beriicksichtigung der gefahrdeten Zeit oder wann Personen mdglicherweise einem
moglichen Risikofaktor ausgesetzt waren

Die Inzidenz liefert Informationen iiber das Risiko, von dem Ereignis betroffen zu sein.

Die Pravalenz kann in Querschnittsstudien zu einem bestimmten Zeitpunkt gemessen werden, wahrend zur Messung
der Inzidenz eine Langsschnittstudie erforderlich ist, bei der die Individuen iiber einen bestimmten Zeitraum beobach-
tet werden.
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Beim Verstindnis der Ereignis-Atiologie ist die Inzidenz niitzlicher als die Priivalenz: wenn sich beispielsweise die
Inzidenz einer Krankheit in einer Bevolkerung erhoht, dann gibt es einen Risikofaktor, der dies fordert.

Wenn die Inzidenz fiir die Dauer des Ereignisses ungeféhr konstant ist, ist die Pravalenz ungeféhr das Produkt aus
Ereignis-Inzidenz und durchschnittlicher Ereignisdauer.

Pridvalenz = Inzidenz - Dauer

5.8.4 Risiko-Vergleich

Um zu bestimmen, ob ein Faktor oder eine Eigenschaft mit dem medizinischen Ereignis verbunden ist, miissen wir das
Risiko des medizinischen Ereignisses in zwei Populationen vergleichen, von denen die eine dem Faktor ausgesetzt ist
und die andere nicht. Die Gruppe von Menschen, die dem Faktor ausgesetzt sind, wird als Interventionsgruppe oder
experimentelle Gruppe bezeichnet und die Gruppe von Menschen, die nicht ausgesetzt sind, als Kontrollgruppe.

In der Regel werden die beobachteten Fille fiir jede Gruppe in einer 2x2-Tabelle wie der folgenden dargestellt.

erkrankt K | gesund K
Interventionsgruppe(exponiert) a b
Kontrollgruppe(nicht exponiert) c d

5.8.5 Zurechenbares Risiko

Definition “zurechendbares Risiko” (Risikodifferenz)

Das zurechenbare Risiko (attributales Risiko oder Risikodifferenz) eines medizinischen Ereignisses K fiir Per-
sonen, die einem Faktor (Exposition) ausgesetzt sind, ist der Unterschied zwischen den absoluten Risiken der
Interventionsgruppe und der Kontrollgruppe.

a C

AR(K) = Rlntervention<K> - RKontrolle<K) = a+ b c -+ d

Das zurechenbare Risiko ist das Risiko eines Ereignisses, das spezifisch auf den Einflussfaktor von Interesse zurtick-
zufiihren ist. Beachten Sie, dass das zurechenbare Risiko positiv sein kann, wenn das Risiko der Interventionsgruppe
grofser als das Risiko der Kontrollgruppe ist, und umgekehrt.

@ Beispiel Impfung

Um die Wirksamkeit eines Impfstoffs gegen Grippe zu bestimmen, wurde zu Beginn des Jahres eine Stichprobe
von 1.000 Personen ohne Grippe ausgewéhlt. Die Hélfte von ihnen wurde geimpft (Interventionsgruppe) und
der Rest erhielt ein Placebo (Kontrollgruppe). Die folgende Tabelle fasst die Ergebnisse am Ende des Jahres
zusammen.

Grippe K | keine Grippe K
Interventionsgruppe(geimp ft) 20 480
Kontrollgruppe(nicht geimp ft) 80 420

Fiir geimpfte Personen liegt das zurechenbare Risiko an Grippe zu erkranken bei

20 80
204480 80+ 420
Das bedeutet, dass das Risiko an Grippe zu erkranken in der Gruppe der Geimpften 12% geringer ist als in der

AR(K)
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Gruppe der Ungeimpften.

5.8.6 Relatives Risiko

Definition “relatives Risiko”

Das relative Risiko eines medizinischen Ereignisses K fiir Personen, die einer Exposition ausgesetzt sind, ist es
der Quotient zwischen den Inzidenzen der Behandlungs- und Kontrollgruppe.

RR(K) = Risiko der Interventionsgruppe ~ R;(K)  a/(a+b)
~ Risiko der Kontrollgruppe Ry (K) c¢/(c+d)

Das relative Risiko vergleicht das Risiko eines medizinischen Ereignisses zwischen der Behandlungs- und Kontroll-
gruppe.

* RR=1 — Es gibt keine Verbindung zwischen dem Ereignis und der Exposition.
* RR <1 — Die Exposition verringert das Risiko des Ereignisses.
* RR > 1 — Die Exposition erhoht das Risiko des Ereignisses.

Je weiter entfern RR von 1 ist, desto stiarker die Verbindung.

@ Beispiel Impfung

Um die Wirksamkeit eines Impfstoffs gegen Grippe zu bestimmen, wurde zu Beginn des Jahres eine Stichprobe
von 1.000 Personen ohne Grippe ausgewdhlt. Die Hilfte von ihnen wurde geimpft (Behandlungsgruppe) und
der Rest erhielt ein Placebo (Kontrollgruppe). Die folgende Tabelle fasst die Ergebnisse am Ende des Jahres
zusammen.

Grippe K | keine Grippe K
Interventionsgruppe(geimp ft) 20 480
Kontrollgruppe(nicht geimp ft) 80 420

Das relative Risiko fiir geimpfte Personen an Grippe zu erkranken ist:
20/(20 + 480

- M =0, 25.
80/(80 + 420)

Das bedeutet, dass geimpfte Personen im Vergleich zu ungeimpften nur ein Viertel des Risikos haben die Grippe
bekommen. Das bedeutet, der Impfstoff verringerte das Risiko einer Grippe um 75%.

RR(K)

5.8.7 Odds

efinition “Odds”

Die Odds eines medizinischen Ereignisses K in einer Bevolkerung ist der Quotient zwischen den Personen, die
das Ereignis erlitten haben und den Personen, die es nicht in einem bestimmten Zeitraum erlitten haben.

ODDS(K) = Neue Fille mit K P(K)
"~ Filleohne K  P(K)

Im Gegensatz zur Inzidenz, die ein Anteil von weniger als oder gleich 1 ist, kann das Odds groBer als 1 sein. Es ist
jedoch moglich, das Odds in eine Wahrscheinlichkeit umzuwandeln, indem man folgende Formel verwendet:
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_ ODDS(K)
~ ODDS(K) + 1

P(K)

@ Beispiel

Eine Bevdlkerung enthilt initial 1.000 Personen ohne Grippe und nach einem Jahr haben 160 von ihnen die
Grippe bekommen. Das Odds der Grippe ist somit

1
ODDS(Grippe) = % =0,1905.

Beachten Sie, dass die Inzidenz $160/1000 =0,16 $ betragt.

5.8.8 Odds Ratio

Definition “Odds Ratio”

Die Odds Ratio eines medizinischen Ereignisses K fiir Personen, die einer Exposition ausgesetzt sind, ist der
Quotient zwischen dem Odds des Ereignisses in der Behandlungs- und Kontrollgruppe.

OR(K) = Odds in Interventionsgruppe  a/b  ad
~ Odds in Kontrollgruppe ~ ¢/d b

Die Odds Ratio vergleicht die Odds eines medizinischen Ereignisses zwischen der Behandlungs- und Kontrollgruppe.
Die Interpretation ist dhnlich wie beim relativen Risiko.

* OR =1 = Es gibt keine Verbindung zwischen dem Ereignis und der Exposition.
* OR < 1 = Die Exposition verringert das Risiko des Ereignisses.
* OR > 1 = Die Exposition erhoht das Risiko des Ereignisses.

Je weiter OR weg von 1 ist, desto stirker ist die Verbindung.

@ Beispiel Impfung

Um die Wirksamkeit eines Impfstoffs gegen Grippe zu bestimmen, wurde zu Beginn des Jahres eine Stichprobe
von 1.000 Personen ohne Grippe ausgewéhlt. Die Hélfte von ihnen wurde geimpft (Interventionsgruppe) und
der Rest erhielt ein Placebo (Kontrollgruppe). Die folgende Tabelle fasst die Ergebnisse am Ende des Jahres
zusammen.

Grippe K | keine Grippe K
Interventionsgruppe(geimp ft) 20 480
Kontrollgruppe(nicht geimp ft) 80 420

Die Odds Ratio der Grippe fiir geimpfte Personen ist:

~20/480

OR(K) = 80/420

= 0, 21875.

Das bedeutet, dass die Chancen, an Grippe zu erkranken (im Vergleich dazu, nicht zu erkranken), bei geimpften Perso-
nen fast ein Flinftel derer bei ungeimpften Personen betragen. Das heifit: Auf etwa 22 geimpfte Personen mit Grippe
kommen etwa 100 ungeimpfte Personen mit Grippe.
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5.8.9 Relatives Risiko vs Odds ratio

Relatives Risiko und Odds Ratio sind zwei Kennzahlen, aber ihre Interpretation unterscheidet sich leicht. Wahrend das
Relative Risiko einen Vergleich der Risiken zwischen den Behandlungs- und Kontrollgruppen ausdriickt, beschreibt
die Odds Ratio einen Vergleich der Chancen, was nicht dasselbe wie das Risiko ist. Daher bedeutet ein Odds Ratio
von 2 nicht, dass die Behandlungsgruppe das doppelte Risiko hat, das medizinische Ereignis zu erwerben.

Die Interpretation des Odds Ratio ist komplizierter, da sie kontrarfaktisch ist und uns angibt, wie viele Male das
Ereignis in der Behandlungsgruppe héufiger ist im Vergleich zur Kontrollgruppe unter der Annahme, dass in der
Kontrollgruppe das Ereignis so hdufig wie das Nicht-Ereignis ist.

Der Vorteil des Odds Ratio besteht darin, dass sie nicht von der Privalenz oder der Inzidenz des Ereignisses abhingt
und notwendigerweise verwendet werden muss, wenn die Anzahl der Menschen mit dem medizinischen Ereignis in
beiden Gruppen willkiirlich ausgewahlt wird, wie z.B. bei Fall-Kontroll-Studien.

@ Beispiel Rauchen und Lungenkrebs
Um die Assoziation zwischen Lungenkrebs und Rauchen zu bestimmen, wurden zwei Proben ausgewahlt (die
zweite mit der doppelten Anzahl von Nicht-Krebs-Individuen), wobei folgende Ergebnisse erzielt wurden:
Krebs | kein Krebs
Raucher 60 80
Nichtraucher | 40 320
60/(60 + 80)
RR(K) = ——+———— = 3.86.
(K) 40/(40 4 320)
60/80
ORK)=—— =
(K) 40/320
Krebs | kein Krebs
Raucher 60 160
Nichtraucher | 40 640
60/(60 + 160)
RR(K)= ————= =4.64.
(K) 40/(40 4 640)
60/160
ORK)=———==6
(K) 40/640
Das Relative Risiko verdndert sich, wenn wir die Inzidenz oder Pravalenz des Ereignisses (Lungenkrebs) dndern,
wihrend sich die Odds Ratio nicht verdndert.

Die Beziehung zwischen dem Relative Risiko und dem Odds Ratio wird durch die folgende Formel gegeben:

OR — OR - 1— Rlntervention
1 — Rgontrotte + Ricontronie - OR 1 = Ryontrotte
Die Odds Ratio iiberschitzt stets das Relative Risiko, wenn es grofer als 1 ist, und unterschétzt es, wenn es kleiner als
1 ist. Allerdings sind Relatives Risiko und Odds Ratio fiir seltene medizinische Ereignisse (mit sehr kleiner Pravalenz

oder Inzidenz) fast gleich.

RR =
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Odds Ratio

Relatives Risiko vs Odds Ratio

Risiko in Kontrollgruppe
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5.9 Diagnosetests

In der Epidemiologie ist es iiblich, diagnostische Tests zur Diagnose von Krankheiten zu verwenden. Im Allgemeinen
sind diese jedoch nicht vollstindig zuverldssig und haben ein gewisses Risiko einer Fehldiagnose, wie in der folgenden
Tabelle dargestellt:

Die Leistung eines diagnostischen Tests hiangt von den folgenden beiden Wahrscheinlichkeiten ab:

 Sensitivitidt und
* Spezifitit

krank K gesund K
Testergebnis falsch positiv
positiv+ (RP) (F'P)
Testergebnis | falsch negativ
negativ— (FN) (RN)

86 von 187



5 WAHRSCHEINLICHKEIT

5.9.1 Sensitivitat und Spezifitat

Definition “Sensitivitat”

Die Sensitivitit eines diagnostischen Tests ist der Anteil positiver Ergebnisse bei erkrankten Personen.

RP
H+W»ZRP+FN

Definition “Spezifitit”

Die Spezifitit eines diagnostischen Tests ist der Anteil negativer Ergebnisse bei gesunden Personen.

RN

P(—|K)= =——+=
(=1K) RN + FP

Ein Test mit hoher Sensitivitit wird die Krankheit bei den meisten erkrankten Personen erkennen, jedoch auch mehr
falsche Positive produzieren als ein weniger empfindlicher Test. Daher ist ein positives Ergebnis eines Tests mit hoher
Sensitivitdt nicht niitzlich zur Bestdtigung der Krankheit, aber ein negatives Ergebnis ist niitzlich zum Ausschluss der
Krankheit, da es selten bei erkrankten Personen zu falsch-negativen Ergebnissen kommt.

Andererseits wird ein Test mit hoher Spezifitit die Krankheit bei den meisten gesunden Personen ausschlieBen, jedoch
auch mehr falsche Negative produzieren als ein weniger spezifischer Test. Daher ist ein negatives Ergebnis eines
Tests mit hoher Spezifitdt nicht niitzlich zum Ausschluss der Krankheit. Aber ein positives Ergebnis ist niitzlich zur
Bestitigung der Krankheit, da es selten bei gesunden Personen zu falsch-positiven Ergebnissen kommt.

Die Entscheidung fiir einen Test mit groBBerer Sensitivitdt oder einen Test mit groBerer Spezifitdt hangt von Art der
Krankheit und dem Ziel des Tests ab. Im Allgemeinen werden wir einen sensitiven Test verwenden, wenn:

+ die Krankheit ernst ist und es wichtig ist, sie zu erkennen.
+ die Krankheit behandelbar ist.
» Falsch-positive Ergebnisse keine schweren Schéden verursachen.

Und wir werden einen spezifischen Test verwenden, wenn:

* die Krankheit ernst ist, aber schwierig oder unmdglich zu behandeln ist.
* falsch-positive Ergebnisse schwerwiegende Schiden verursachen.
+ die Behandlung von falsch-positiven Fallen gefdhrliche Folgen haben kann.

5.9.2 pradiktive Werte

Der wichtigste Aspekt eines diagnostischen Tests ist jedoch seine Vorhersagekraft, die mit den folgenden beiden pos-
terioren Wahrscheinlichkeiten gemessen wird:

* positiv pradiktiver Wert und
* negativ pradiktiver Wert

Definition “positiv pradiktiver Wert

Der positiv pradiktive Wert eines diagnostischen Tests ist der Anteil von Personen mit der Krankheit unter allen
Personen mit einem positiven Ergebnis.

RP
PM%ﬁ:RP+FP
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Definition “Negativ pradiktiver Wert”

Der negativ pradiktive Wert eines diagnostischen Tests ist der Anteil von Personen ohne die Krankheit unter
allen Personen mit einem negativen Ergebnis.

RN

P(K|-) = RN + FN

Positiv und negativ priadiktive Werte ermdglichen es, die Krankheit zu bestétigen oder auszuschlieBen, besonders,
wenn sie mindestens einen Schwellenwert von 0,5 erreichen.

PPW > 0.5 = Hinweis auf das Vorliegen der Krankheit

PPV < 0.5 = Hinweis auf das Nichtvorliegen der Krankheit

Diese Wahrscheinlichkeiten hangen jedoch von der Haufigkeit der Krankheit P(K ) ab und kénnen aus der Sensitivitét
und Spezifitdt des diagnostischen Tests unter Verwendung des Satzes von Bayes berechnet werden.

B - P(K)P(+|K)
PPW = P(K|+) = P(K)P(+|K) + P(K)P(+|K)
P(K)P(—|K)

NPW = P(K|-) =

Daher steigt der positiv pradiktive Wert bei hdufigen Krankheiten und der negativ pradiktive Wert bei seltenen Krank-
heiten.

e Beispiel

Bei 1.000 Personen wurde ein Grippetest durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in der Tabelle dargestellt.

Grippe K | keine Grippe K

Testergebnis+ 95 90
Testergebnis— 5) 810
. Die Pri s _ 9545 _
Die Pravalenz der Grippe ist P(K) = 555 = 0, 1.
+ Die Sensitivitit des Tests ist P(+|K) = 5225 = 0, 95.
« Die Spezifitit des Tests ist P(—|K) = 9051% =0,9.
* Der positiv pradiktive Wert ist PPW = P(K|+) = 959f’90 = 0,5135. Da dieser Wert iiber 0,5 liegt,

bedeutet dies, dass wir bei einem positiven Testergebnis wahrscheinlich wirklich Grippe gefunden haben.
Allerdings wird das Vertrauen in diesesehr gering, da der Wert sehr nahe an 0,5 liegt.

« Der negativ pradiktive Wertist NPW = P(K|—) = 5?% = 0,9939. Da dieser Wert fast 1 ist, bedeutet
dies, dass es fast sicher ist, dass eine Person keine Grippe hat, wenn sie ein negatives Testergebnis erhélt.

Daher ist dieser Test sehr leistungsfahig, um die Grippe auszuschlieB3en, aber nicht so leistungsfahig, um sie zu
bestitigen.

5.9.3 Likelihood Ratio

Die folgenden Malle werden normalerweise aus Sensitivitdt und Spezifitdt abgeleitet.
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Definition “Positive Likelihood Ratio”

Die positive Likelihood Ratio eines diagnostischen Tests ist das Verhiltnis zwischen der Wahrscheinlichkeit
positiver Ergebnisse bei Personen mit der Krankheit und gesunden Personen.

P(+|K)  Sensitivitit

P(+|K) 1 — Spezifitit

LR+ =

Definition “Negative Likelihood Ratio”

Die negative Likelihood Ratio eines diagnostischen Tests ist das Verhéltnis zwischen der Wahrscheinlichkeit
negativer Ergebnisse bei Personen mit der Krankheit und gesunden Personen.

P(—|K) 1 — Sensitivitit
P(—|K)  Spezifitit

LR— =

Die positive Likelihood Ratio kann als die Anzahl interpretiert werden, wie oft ein positives Ergebnis bei Personen
mit der Krankheit gegeniiber Personen ohne sie wahrscheinlicher ist.

Andererseits kann die negative Likelihood Ratio als die Anzahl interpretiert werden, wie oft ein negatives Ergebnis
bei Personen mit der Krankheit gegeniiber Personen ohne sie wahrscheinlicher ist.

Post-Test-Wahrscheinlichkeiten konnen durch Likelihood Ratio aus Pre-Test-Wahrscheinlichkeiten berechnet wer-
den.

B P(K)P(+|K) B P(K)LR+

Daher gilt:

» Eine Likelihood Ratio groBer als 1 erhoht die Wahrscheinlichkeit der Erkrankung.
* Eine Likelihood Ratio kleiner als 1 verringert die Wahrscheinlichkeit der Erkrankung.
* Eine Likelihood Ratio von 1 dndert die Pre-Test-Wahrscheinlichkeit nicht.

89 von 187



5 WAHRSCHEINLICHKEIT

Posttest Wahrscheinlichkeit

Beziehung zwischen Pretest, Posttest
Wahrscheinlichkeiten und der Likelihood Ratio
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6.1 Zufallsvariable

Das Ziehen einer Probe auf zufillige Weise ist ein Zufallsexperiment und jede Variable, die in der Probe gemessen wird,
ist eine Zufallsvariable, da die Werte, die die Variable bei den Individuen der Probe annimmt, dem Zufall unterliegen.

Definition “Zufallsvariable”

Eine Zufallsvariable X ist eine Funktion, die jedes Element einer Zufallsstichprobe auf eine reelle Zahl abbildet.
X: Q=R

Der Satz von Werten, den die Variable annehmen kann, wird Reichweite (range) genannt und durch Ran(X) darge-
stellt.

Im Grunde genommen ist eine Zufallsvariable eine Variable, deren Werte aus einem Zufallsexperiment stammen und
jeder Wert hat eine bestimmte Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten.

@ Beispiel Wiirfel

Die Variable X, die das Ergebnis des Wiirfelns misst, ist eine Zufallsvariable und ihre Reichweite ist

Ran(X) ={1,2,3,4,5,6}

6.1.1 Arten von Zufallsvariablen

Es gibt zwei Arten von Zufallsvariablen:

* Diskret: Sie nehmen isolierte Werte an und ihre Reichweite ist abzihlbar, zum Beispiel Anzahl der Kinder einer
Familie, Anzahl gerauchter Zigaretten, Anzahl bestandener Priifungen usw.

» Kontinuierlich: Sie konnen jeden Wert in einem echten Intervall annehmen und ihre Reichweite ist nicht ab-
zahlbar, z.B. Beispiel Gewicht, GroBe, Alter, Cholesterinspiegel usw.

Die Art der Modellierung ist fiir jede Art von Variable unterschiedlich. In diesem Kapitel werden wir untersuchen, wie
diskrete Zufallsvariablen modelliert werden.

6.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung diskreter Zufallsvariablen

Da die Werte einer diskreten Zufallsvariablen mit den elementaren Ereignissen eines Zufallsexperiments verkniipft
sind, hat jeder Wert eine Wahrscheinlichkeit.
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6 DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Definition “Wahrscheinlichkeitsfunktion”

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen X ist die Funktion f(x), die jeden Wert x; der
Variablen auf seine Wahrscheinlichkeit abbildet,

Wir kénnen auch Wahrscheinlichkeiten auf die gleiche Weise kumulieren wie wir Haufigkeiten in der Stichprobe
kumuliert haben.

1 Definition “Verteilungsfunktion”

Die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen X ist die Funktion F'(x), die jeden Wert x; der Varia-
blen auf die Wahrscheinlichkeit abbildet, einen Wert kleiner oder gleich x; zu haben,

F(z;) = P(X <x;) = f(zy) + -+ f(z;).

(2

Der Bereich einer diskreten Zufallsvariablen und ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion wird als Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der Variablen bezeichnet und normalerweise in einer Tabelle dargestellt:

X Ly Lo Ly >

J@) [ J@) J@y) ~  Ja, |1
F(z) | F(z,) F(z,) ~ Fla,) =1

Auf die gleiche Weise, wie die Tabelle der Haufigkeiten in der Stichprobe die Verteilung der Werte einer Variablen in
der Stichprobe zeigt, zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer diskreten Zufallsvariablen die Verteilung der Werte
in der Gesamtpopulation.

1 Beispiel Miinzenwurf

Sei X die diskrete Zufallsvariable, die die Anzahl der K&pfe nach dem Werfen von zwei Miinzen misst. Der
Wahrscheinlichkeitbaum des Wahrscheinlichkeitsraums des Zufallsexperiments ist wie folgt dargestellt.

Minze 2 Q ‘Wahrscheinlichkeit
Miinze 1
0.5-0.5
05 —K--- (KK)---=------ 0.25
K <
> 057 ---- (KZ) -- =% - .25

0.5

N
of \o
< w
N X
! 1
! 1
|
\ |
— —
N N
N X
N~— ~—
|
|
o
ot |
o |
o
|
|
o e
[\ [\
ot (@31

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist daher

0 wenn x < 0
X 0 1 2
<
F) 025 05 025| Fla)=J 22 wemlsz<l
0,75 wennl < x < 2
F(z) 025 075 1
1 wenn x > 2
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6 DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.5 ®

Verteilungsfunktion
1.0 T
0.8+

0.6

0.4

0.3

0.2+ 0.4+

0.0
I I I I I I I I I I
0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

0.1

0.0

Wahrscheinlichkeit f(x)
[
[ )
kumulative Wahrscheinlichkeit F(x)

Anzahl Kopf Anzahl Kopf
Wabhrscheinlichkeitsverteilung fur 2 Munzwiirfe Wahrscheinlichkeitsverteilung fur 2 Munzwirfe

6.2.1 Populationsstatistik

Auf die gleiche Weise, wie wir Stichprobestatistiken verwenden, um die Haufigkeitsverteilung einer Variablen in der
Stichprobe zu beschreiben, verwenden wir Populationsstatistiken, um die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufalls-
variablen in der Gesamtpopulation zu beschreiben.

Die Definition von Populationsstatistiken entspricht analog der Definition von Stichprobestatistiken, jedoch unter
Verwendung von Wahrscheinlichkeiten anstelle von relativen Haufigkeiten.

Die wichtigsten sind:
=1
e Varianz: 02 = Var(X) v f () — p?
« Standardabweichung: o = +V0?2

« Mittelwert: = E(X) = 27-1 z, f(x;)
_ 2

S

Um sie besser von Stichprobenkennwerten zu unterscheiden, werden fiir die Populationsstatistiken griechische Buch-
staben verwendet,

e Beispiel Miinzwurf

Aus einem Zufallsexperiment, bei dem 2 Miinzen geworfen wurden, ergab sich folgende Wahrscheinlichkeits-
verteilung

X [0 1 2
f(z) [025 05 025
F(z) 025 0.75 1

Daraus ergeben sich folgende Populationskennwerte:

p=> wf(x;)=0-025+1-0.5+2-0.25 = 1 Kopf,
=1

02 =Y a?f(x;) — p*=(0°-0.25+1%- 0.5+ 2%-0.25) — 12 = 0.5 Kopf’,
=1

o =+v0.5 = 0.71 Kopf.

6.2.2 Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungsmodelle

Je nach Art des Experiments, bei dem die Zufallsvariable gemessen wird, gibt es verschiedene Wahrscheinlichkeits-
verteilungsmodelle. Die wichtigsten sind:

93 von 187



6 DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

* Diskrete Gleichverteilung
* Binomialverteilung
* Poissonverteilung

6.3 Diskrete Gleichverteilung

Wenn alle Werte einer zufélligen Variablen X die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, ist die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von X gleichformig.

Definition 63 “Diskrete Gleichverteilung U(a, B)”

Eine diskrete Zufallsvariable X folgt einem diskreten Gleichverteilungsmodell mit Parametern a und b, notiert
als X ~ U(a,b), wenn ihr Bereich Ran(X) = {a,a + 1, ..., b} ist und ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion

)= oty

Beachten Sie, dass a und b das Minimum bzw. das Maximum des Bereichs sind.

Der Mittelwert (Erwartungswert) und die Varianz sind

_bz_f a+i  a+b ga—I—z— w?* (b—a+1)?—1
M=y —ar1™ 2 2 h—at1 12
e Beispiel Wiirfeln
Die Variable, die das Ergebnis beim Wiirfeln misst, folgt einem diskreten Gleichverteilungsmodell U (1, 6).
Diskrete Gleichverteilung
der Wahrscheinlichkeiten U(1,6)
0.20
= ® o [ ® [ ®
= 0.15-
Q
X
e
Q
< 0.10
)
<
&)
&
S 0.05—
=
0.00
I I I I I I
1 2 3 4 5 6
X
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6 DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

6.4 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung entspricht in der Regel einer Variablen, die in einem zufélligen Experiment mit den folgenden
Merkmalen gemessen wird:

» Das Experiment besteht aus einer Sequenz von n Wiederholungen desselben Versuchs.

+ Jeder Versuch wird unter identischen Bedingungen wiederholt und produziert zwei mogliche Ergebnisse namens
Erfolg oder Misserfolg.

* Die Versuche sind unabhéngig voneinander.
« Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg ist in allen Versuchen gleich und betrigt P(Erfolg) = p.

Unter diesen Bedingungen folgt die diskrete Zufallsvariable X, die die Anzahl der Erfolge bei den n Versuchen misst,
einem Binomialverteilungsmodell mit Parametern n und p.

Definition “Binomialverteilung (B(n, p)”

Eine diskrete Zufallsvariable X folgt einem binomialen Verteilungsmodell mit Parametern n und p, notiert als
X ~ B(n,p), wenn ihr Bereich Ran(X) = {0, 1, ..., n} ist und ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion

n!

)px(l Ao TSt Ol

n
T

)= (

ist.

Beachten Sie, dass n als die Anzahl der Wiederholungen eines Versuchs bekannt ist und p als die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Erfolg bei jeder Wiederholung.

Der Erwartungswert und die Varianz sind:

p=n-p o*=n-p-(1—p).

@ Beispiel: Werfen von 10 Miinzen:

Die Variable, die die Anzahl der Kopfe nach dem Werfen von 10 Miinzen misst, folgt einem binomialen Vertei-
lungsmodell B(10, 0.5).

Binomiale Wahrscheinlichkeitsverteilung B(10,0.5)
0.25- °

o

)

o
I
)
)

0.15-

Wabhrscheinlichkeit f(x)

0.00—

40
N
N
o
e}

10
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6 DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

Wenn X ~ B(10, 0.5) die zufillige Variable ist, die die Anzahl der Kopfe nach dem Werfen von 10 Miinzen misst,
dann ist:

* die Wahrscheinlichkeit, 4 mal Kopf zu werfen:

10 10!
f(4) = (4 )0.54(1 —0.5)107 = 50.5%0.50 = 210 0.5 = 0.2051.

» die Wahrscheinlichkeit, 2 mal oder weniger Kopf zu werfen:
F(2) = f0)+ (1) + f(2) =
- (10()) 0.5%(1 — 0.5)1070 + (110) 0.51(1 —0.5)10-1 + (12()) 0.52(1 —0.5)10-2 =
= 0.0547.
* der erwartete Wert fiir die Anzahl an Kopfwiirfen:

w=10-0.5 = 5 mal Kopf.

@ Beispiel fiir eine zufillige Stichprobe mit Zuriicklegen:
In einer Population gibt es 40% Raucher. Die Variable X, die die Anzahl der Raucher in einer zufilligen Stich-
probe mit Zuriicklegen von 3 Personen misst, folgt einem binomialen Verteilungsmodell X ~ B(3, 0.4).
Person 3 Q Wahrscheinlichkeit
Person 2
Person 1 04— R-- (R,R R) 2249 064
R <
04 06— R -- (R.R R) 22220 6096
R
04— R-- (R.R R) 228222 4096
04 o R< __04-06-06
0.6 R-- (R,R,R)--------0.144
04— R-- (R R R) 292292 0 096
0.6 R < 04
04 06— R-- (R.R R) 259200 4144
R .
~ 04— R-- (R.R.R)>P-2%:9% ¢ 144
g < s
06— R -- (R.R R)25:98:00 4916
f(0) = (§)0.40(1 —0.4)370 = 0.6%, f(1) = (2)0.41(1 —0.4)31=3.0.4-0.62
f(2)=(;)0.4*(1—-0.4)*2=3-04%-0.6, f(3) =(3)0.43(1—0.4)32 = 0.4°.

6.5 Poissonverteilung

Die Poisson-Verteilung entspricht in der Regel einer Variablen, die in einem zufélligen Experiment gemessen wird,
fiir welches folgenden Merkmalen gelten:

» Das Experiment besteht darin, die Anzahl der Ereignisse zu beobachten, die in einem festgelegten Zeit- oder
Raumintervall auftreten, zum Beispiel: Anzahl der Geburten in einem Monat, Anzahl der E-Mails in einer Stun-
de, Anzahl der roten Blutkdrperchen in einem Blutvolumen usw.
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6 DISKRETE ZUFALLSVARIABLEN

* Die Ereignisse treten unabhéngig voneinander auf.
* Das Experiment produziert dieselbe durchschnittliche Ereignisrate A fiir jedes Intervall.

Unter diesen Bedingungen folgt die diskrete Zufallsvariable X, die die Anzahl der Ereignisse in einem Intervall misst,
einem Poisson-Verteilungsmodell mit dem Parameter .

Definition “Poisson-Verteilung” P(\)

Eine diskrete Zufallsvariable X folgt einem Poisson-Verteilungsmodell mit dem Parameter A, notiert als X ~
P(\), wenn ihr Bereich Ran(X) = {0, 1, ..., co} ist und ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion

fla) =2

z!
ist.

Beachten Sie, dass A die durchschnittliche Ereignisrate fiir ein Intervall ist und sich dndern wird, wenn das Intervall
verandert wird.

Der Erwartungswert und die Varianz sind:

@ Beispiel: Anzahl der Geburten in einer Stadt

In einer Stadt gibt es durchschnittlich 4 Geburten pro Tag. Die Zufallsvariable X, die die Anzahl der Geburten
an einem Tag in der Stadt misst, folgt einem Poisson-Verteilungsmodell X ~ P(4).

Poisson Wahrscheinlichkeitsverteilung P(4)

0.20 e o
-
)
= 0.15- ® ¢
Q
Y4
z
S
S 0.10 ®
()]
§ ®
% °®
< 0.05-
= o °®

°
0.00- I I I I I T ° ?
0 2 4 6 8 10 12

Wenn X ~ P(4) die Zufallsvariable ist, die die Anzahl der Geburten in der Stadt misst, dann ist:

+ die Wahrscheinlichkeit, dass es 5 Geburten an einem Tag gibt:

45
f(5) = 757 = 0.1563.
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* die Wahrscheinlichkeit, dass es weniger als 2 Geburten an einem Tag gibt:

F(1)= f(0)+ f(1) = e I ot

I
ol = 5e % = 0.0916.

* die Wahrscheinlichkeit, dass es mehr als 1 Geburt an einem Tag gibt:

P(X>1)=1—P(X<1)=1—F(1) =1—0.0916 = 0.9084.

6.5.1 Annaherung an die Binomialverteilung durch die Poisson-Verteilung

Die Poisson-Verteilung kann aus der Binomialverteilung erhalten werden, wenn die Anzahl der Versuche gegen un-
endlich geht und die Wahrscheinlichkeit fiir den Erfolg gegen Null tendiert.

Gesetz der seltenen Ereignisse

Die Binomialverteilung X ~ B(n, p) tendiert gegen die Poisson-Verteilung P(\), mit A\ = n - p, wenn n gegen
unendlich geht und p gegen Null geht, d.h.:

n—o0,p—0

lim (n) p*(1—p)" % =e A,
x

In der Praxis kann diese Anndherung fiir n > 30 und p < 0.1 verwendet werden.

Binomial— und Poisson-
Wahrschei.nlichkeitsvert.eilungen

0.20 — P(5)
e B(10,0.5)
B(30, 0.17)
B(1000, 0.005)

_0.157]
=
= |
e . .
=
O
€ 0.10
o
<
5]
2 |
<
=

0.05-

° °
|
0.00— = + J-'
[ [ [ [ [ [
0 2 4 6 8 10
X
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@ Beispiel

Ein Impfstoff 16st in 4% der Félle eine unerwiinschte Reaktion aus. Wenn 50 Personen geimpft werden, was ist
die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 2 Personen eine unerwiinschte Reaktion haben?

Die Zufallsvariable, die die Anzahl der Personen mit einer unerwiinschten Reaktion im Sample misst, folgt einem
Binomialverteilungsmodell X ~ B(50,0.04). Daaber n = 50 > 30 und p = 0.04 < 0.1 sind, kénnen wir das
Gesetz der seltenen Ereignisse anwenden und das Poisson-Verteilungsmodell P(50 - 0.04) = P(2) verwenden,
um die Berechnungen durchzufiihren.

P(X>2)=1-PX<2)=1-f(0)—f(1)— f(2) =
20 2! 22
:1—672— —672— —@72— =
0! 1! 2!
=1—5e2 =0.3233.
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7 Kontinuierliche Zufallsvariablen

Kontinuierliche Zufallsvariablen kdnnen im Gegensatz zu diskreten Zufallsvariablen jeden Wert in einem echten In-
tervall annehmen. Daher ist der Bereich einer kontinuierlichen Zufallsvariablen unendlich und nicht abzéhlbar. Diese
Vielzahl von Werten macht es unmoglich, die Wahrscheinlichkeit fiir jeden einzelnen zu berechnen, wodurch es nicht
moglich ist, ein Wahrscheinlichkeitsmodell iiber eine Wahrscheinlichkeitsfunktion wie bei diskreten Zufallsvariablen
zu definieren.

Dartiber hinaus wird die Messung einer kontinuierlichen Zufallsvariablen in der Regel durch die Genauigkeit des
Messinstruments begrenzt. Zum Beispiel betrdgt die wahre GroBe einer Person, fiir die unser Messinstrument 1,68
Meter groB} sagt, nicht genau 1,68 Meter, da die Genauigkeit des Messinstruments nur auf zwei Dezimalstellen cm
(Zentimeter) betrdgt. Dies bedeutet, dass die wahre Grofe dieser Person zwischen 1,675 und 1,685 Metern liegt.

Daher ist es fiir kontinuierliche Variablen unsinnig, die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Werts zu berechnen, und
wir werden Wahrscheinlichkeiten fiir Intervalle berechnen.

7.1 Verteilungsfunktion einer kontinuierlichen Zufallsvariablen

Um die Verteilungsfunktion einer kontinuierlichen Zufallsvariablen zu modellieren, wird eine Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktion verwendet.

Definition “Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion”

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer kontinuierlichen Zufallsvariablen X ist eine Funktion f(x), die
folgende Bedingungen erfiillt:

+ Sie ist nicht-negativ: f(z) > 0 Vx € R.

* Der von der Kurve der Dichtefunktion und der x-Achse begrenzte Bereich betrdgt gleich 1, d.h.:

/:f(x) dr = 1.

» Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert zwischen a und b annimmt, entspricht dem von der Dichte-
funktion begrenzten Bereich unter ¢ und b, d.h.:

P(angb):/bf(x)d,x

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion misst die relative Wahrscheinlichkeit jedes Werts, jedoch ist f(z) nicht die
Wahrscheinlichkeit von z, da P(X = x) = 0 fiir jeden Wert z gilt.
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7.1.1 Verteilungsfunktion

Genauso wie bei diskreten Zufallsvariablen macht es auch bei kontinuierlichen Zufallsvariablen Sinn, kumulative
Wahrscheinlichkeiten zu berechnen.

A\ Definition “Verteilungsfunktion”

Die Verteilungsfunktion einer kontinuierlichen Zufallsvariablen X ist eine Funktion F'(x), die jeden Wert a auf
die Wahrscheinlichkeit abbildet, dass X einen Wert kleiner oder gleich a annimmt, d.h.:

Fa)=P(X <a)= Z flz) dx.

7.1.2 Wahrscheinlichkeitsbereiche

Wabhrscheinlichkeitsdichte f(x)

X

b
Pla< X <b)— / f(x) dz = F(b) — F(a)

@ Beispiel

Gegeben ist die folgende Funktion:
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0 beix <0
f($)_{ e % beix>0

Uberpriifen wir, ob es sich um eine Dichtefunktion handelt.

Da diese Funktion klarerweise nicht-negativ ist, miissen wir priifen, dass der Gesamtbereich, der durch die Kurve

und die x-Achse begrenzt wird, gleich 1 betragt:

/f da:—/ f(x d:z:+/ f(z d:c—/ de—k/ooe_"”d:c:
0

el =—e >+l =1

Nun berechnen wir die Wahrschemhchkelt, dass X einen Wert zwischen 0 und 2 annimmt:

2 2
PO<X<2) = / f(z) dx = / e*dr= [—e‘m]?) = —e 2+ e¥ = 0.8646.
0 0

7.1.3 Populationsstatistik
Die Berechnung der Populationsstatistik erfolgt &hnlich wie im Fall diskreter Variabler, jedoch mit der Dichtefunktion
anstelle der Wahrscheinlichkeitsfunktion und durch Ersetzen der diskreten Summe durch das Integral.
Die wichtigsten sind:
. [o.]

. Mlttelwertéu =E(X)= f_%% x];(x) dx 2

* Varianz: 0° = Var(X) = f_ooa: f(x)dz—p

« Standardabweichung: 0 = +v o2

@ Beispiel

Gegeben ist die Variable X mit der folgenden Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:

0 beix <0
f@)_{ ~ beiz >0

e
Der Mittelwert betrigt:
0o 0 0o 0 0o
u:/ :z;f(:c)d:c:/ a:f(x)dx+/ a:f(x)d:z;:/ 0d93~|—/ xe T dr =
— 00 — 0 —00 0
= [T+ =1
Die Varianz betragt:

o} 0 o}
02:/ 22 f(x) d:v—,u2:/ 22 f(x) dx—i—/ 22 f(z) do — p? =
S - 0

o0

0 oo
:/ 0da¢+/ r?e % dx — p? = [—e*””(a:2+2:c+2)];o—12:260—1:1.
—00 0

Die wichtigsten kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungsmodelle sind:

* Gleichverteilung
* Normalverteilung
* Student’s t-Verteilung
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* Chi-Quadrat-Verteilung

7.2 stetige Gleichverteilung

Wenn alle Werte einer Zufallsvariablen X dieselbe Wahrscheinlichkeit haben, dann ist die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung von X gleichverteilt.

Definition “Kontinuierliche gleichverteilte Verteilung” U (a, b))
Eine kontinuierliche Zufallsvariable X folgt dem Wahrscheinlichkeitsverteilungsmodell der Gleichverteilung

mit den Parametern a und b, notiert als X ~ U(a, b), wenn ihr Bereich Ran(X) = [a, b] ist und ihre Dichte-
funktion

ist.

Dabei sind a und b der minimale bzw. maximale Wert des Bereichs, und die Dichtefunktion ist konstant.

Der Erwartungswert und die Varianz sind:

@ Beispiel

Die Generierung einer Zufallszahl zwischen 0 und 1 folgt der kontinuierlichen gleichverteilten Verteilung
U(o,1).

Stetige Gleichverteilung U(0,1) Stetige Gleichverteilung U(0,1)
1.2 1.2
-~

< %
= o

1.0 1.0
Q K]
S
o X
[&) ey
S 0.8 £ 0.8
12] £
B 2
— 0.6+ 8 0.6—
2 £
= s
O 0.4 0.4-
c o
[S) e
" )
—_ =
C 0.2 S 0.2
© IS
= S

X
0.0 | T T T T | 0.0 f T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Da die Dichtefunktion konstant ist, wichst die Verteilungsfunktion linear.
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@ Beispiel: Wartezeit fiir einen Bus

Ein Bus hat eine Frequenz von 15 Minuten. Angenommen, eine Person kann zu jeder Zeit an der Bushaltestelle
ankommen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass man auf den Bus zwischen 5 und 10 Minuten wartet?

In diesem Fall folgt die Variable X, welche die Wartezeit misst, einer kontinuierlichen gleichverteilten Verteilung
U(0,15), da jede Wartezeit zwischen 0 und 15 gleich wahrscheinlich ist.

Die Wahrscheinlichkeit, zwischen 5 und 10 Minuten auf den Bus zu warten, betragt:

P(5§X§10):/ —dx:[—] _
5 5

15 15
100 05 1
15 15 3

stetige Gleichverteilung U(0,15)

0.08

o
o
T

0.04

o
o
T

Wahrscheinlichkeitsdichte f(x)

0.00— |
0 5 10 15

X

Die erwarete (durchschnittliche) Wartezeit ist © = % = 7.5 Minuten.

7.3 Normalverteilung

Das Normalverteilungsmodell ist ohne Zweifel das wichtigste Modell fiir kontinuierliche Verteilungen und das héu-
figste in der Natur.

104 von 187



7 KONTINUIERLICHE ZUFALLSVARIABLEN

Definition “Normalverteilung” N (p, o)

Eine stetige Zufallsvariable X folgt dem Normalverteilungsmodell N (u, o), wenn ihr Wertebereich Ran(X) =
(—00, 00) ist und ihre Dichtefunktion

Die beiden Parameter ;o und o sind der Mittelwert (Erwartungswert) bzw. die Standardabweichung der Population.

7.3.1 Dichtefunktion der Normalverteilung

Der Graph der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer Normalverteilung NV (u, o) ist glockenférmig und wird auch
als Gaufs-Glocke bezeichnet.

Normalverteilung N(u, o)

Dichtefunktion f(x)

Die Glockenform hangt vom Mittelwert p und der Standardabweichung o ab.

» Der Mittelwert u legt die Mitte der Glocke fest.
* Die Standardabweichung o legt die Breite der Glocke fest.

7.3.2 Verteilungsfunktion

Die Verteilungsfunktion der Normalverteilung ist S-formig
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Normalverteilung Normalverteilung
unterschiedliche Mittelwerte, gleiche Varianz gleiche Mittelwerte, unterschiedliche Varianz
— N(0,1) —— N(0,1)
0.4 — N(2,2) 0.4 — N(0,2)
= =
I3 I3
5 0.31 5 0.3
5 5
2 2
2 2
X 4
S S
£ 0.2 = 029
< £
ey ey
(8] (8]
(2] (2]
= 0.1 = 0.1
0.0 T T T T 0.0 T T T T T T T
-2 0 2 4 -6 -4 -2 2 4 6
X X

Normalverteilung N(u, o)

kumulierte Wahrscheinlichkeit F(x)

7.3.3 Eigenschaften der Normalverteilung

+ Sie ist symmetrisch beziiglich der Mitte, sodass Schiefe null ist: g; = 0.
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Dichtefunktion f(x)

* Sie ist mesokurtisch, da die Dichtefunktion glockenformig ist und der Kurtosiskoeffizient daher null betragt:

g2 = 0.
* Mittelwert, Median und Modalwert sind gleich: y = Me = Mo.
* Sie néhert sich asymptotisch Null an, wenn x gegen 4-00 geht.

Normalverteilung N(, o) Normalverteilung N(, o) Normalverteilung N(, o)

Dichtefunktion f(x)
Dichtefunktion f(x)

Plu—o<X<pu+o)=0.68
P(u—20< X < p+20)=0.95
Plp—30c <X <u+30)=0.99

@ Beispiel Cholesterin

Es ist bekannt, dass die Cholesterinwerte von Frauen im Alter zwischen 40 und 50 Jahren einer Normalverteilung
mit ¢ = 210mg/dl und o = 20mg/dl folgen.
Durch die Eigenschaften der Glockenkurve wissen wir, dass

* 68% der Frauen einen Cholesterinwert von 210 £ 20 mg/dl aufweisen, also Werte zwischen 190 und 230
mg/dl.

* 95% der Frauen einen Cholesterinwert von 210 4 2 - 20 mg/dl aufweisen, also Werte zwischen 170 und
250 mg/dl.

* 99% der Frauen einen Cholesterinwert von 210 £ 3 - 20 mg/dl aufweisen, also Werte zwischen 150 und
270 mg/dl.

@ Beispiel Blutanalyse

Bei der Blutanalyse wird héufig das Intervall $71+2Jverwendet, um mogliche Pathologien zu erkennen. Im Fall
des Cholesterins liegt dieses Intervall bei [170 mg/dl, 250 mg/dl].

Somit wird eine Frau im Alter zwischen 40 und 50 Jahren mit einem Cholesteringehalt aullerhalb dieses Inter-
valls haufig auf eine mdgliche Erkrankung untersucht. Allerdings konnte diese Person gesund sein, obwohl die
Wahrscheinlichkeit dafiir nur 5 % betrégt.

7.3.4 Der Zentrale Grenzwertsatz

Dieses Verhalten ist bei vielen physikalischen und biologischen Variablen in der Natur zu beobachten.

Wenn man zum Beispiel an die Verteilung der KorpergroBie denkt, kann man feststellen, dass die meisten Menschen
in der Bevdlkerung eine KorpergroBe um den Mittelwert haben. Allerdings gibt es immer weniger Menschen mit
KorpergrofBen, je weiter sie vom Mittelwert entfernt sind - sowohl darunter als auch dariiber. Die Erklérung fiir dieses
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Verhalten ist der Zentrale Grenzwertsatz, auf den wir im nichsten Kapitel zuriickkommen werden. Er besagt, dass
eine stetige Zufallsvariable, deren Werte von einer groen Anzahl unabhéngiger Faktoren abhéngen, die ihre Effekte
addieren, immer einer Normalverteilung folgt.

7.3.5 Standardnormalverteilung

Die wichtigste Normalverteilung hat einen Mittelwert ;x = 0 und eine Standardabweichung o = 1.

Sie wird als Standardnormalverteilung bezeichnet und tiblicherweise mit Z ~ N (0, 1) dargestellt.

Standardnormalverteilung N(0, 1)

0.4

o
T

o
T

Dichtefunktion f(x)

0.1

0.0 i | | | | | i

7.3.6 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

Um die Integration der normalen Dichtefunktion zu vermeiden, ist es iiblich, die Verteilungsfunktion zu verwenden,
die in Tabellenform wie unten angegeben ist.

e Beispiel: Werte aus Tabellen ablesen

Bestimmung von P(Z < 0.52)
— Reihe 0.5 + Spalte 0.02 — 0,6985 ist der gesuchte Wert.

108 von 187



7 KONTINUIERLICHE ZUFALLSVARIABLEN

|z 000] o001] 002]-]
0.0 [[ 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | ---
0.1 [ 0.5398 | 0.5438 | 0.5478
0.2 [[0.5793 | 0.5832 | 0.5871
0.3 [[0.6179 | 0.6217 | 0.6255
0.4 || 0.6554 | 0.6591 | 0.6628
0.5 [ 0.6915 | 0.6950 | 0.6985

Standardnormalverteilung N(0, 1)

Dichtefunktion f(x)

0.52

X

Um kumulative Wahrscheinlichkeiten fiir Werte rechts von einem Wert zu berechnen, kann die Regel fiir komplemen-
tire Ereignisse angewendet werden, beispielsweise:

P(Z>052)=1—P(Z<052) =1—F(0.52) = 1 — 0.6985 = 0.3015.
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Standardnormalverteilung N(0, 1)

Dichtefunktion f(x)

F(0.52 )= 0.6984 1-F( 0.52
=0.3015

0.52
X

7.3.7 Standardisierung

Wir haben gelernt, wie wir die Tabelle der Standardnormalverteilungsfunktion verwenden kdnnen, um Wahrschein-
lichkeiten zu berechnen. Aber was tun wir, wenn es sich nicht um die Standardnormalverteilung handelt?

In diesem Fall kdnnen wir Standardisierung anwenden, um jede Normalverteilung in eine Standardnormalverteilung

umzuwandeln.

Definition “Standardisierung”

Wenn X eine stetige Zufallsvariable ist, die einer Normalverteilungsfunktion mit Mittelwert ;4 und Standardab-
weichung o folgt, X ~ N(u, 0), dann folgt die Variable, die durch Subtrahieren von y und Dividieren durch o
erhalten wird, einer Standardnormalverteilung:

—p
g

X
X ~ N(p,0) = Z = ~ N(0,1).

Um daher Wahrscheinlichkeiten mit einer nicht-standardméfBigen Normalverteilung zu berechnen, miissen wir
die Variable zuerst standardisieren, bevor wir die Tabelle der Standardnormalverteilungsfunktion verwenden.

@ Beispiel

Angenommen, die Note X eines Examens folgt einer normalen Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion N (py =
6,0 = 1.5). Welcher Prozentsatz der Schiiler hat das Examen nicht bestanden?
Da X einer nicht-standardméBigen Normalverteilung folgt, miissen wir zuerst standardisieren,
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X—p X-—-6
o 15
X—6<5—6
1.5 1.5

Jetzt konnen wir die Tabelle der Standardnormalverteilungsfunktion verwenden:

7 =

P(X<5) =P ( ) = P(Z < —0.67).

P(Z < —0.67) = F(—0.67) = 0.2514.

Demnach haben 25,14% der Schiiler das Examen nicht bestanden.

7.4 Chi-Quadrat-Verteilung

Definition “Chi-Quadrat-Verteilung X?(n)

Gegeben n unabhingige Zufallsvariablen 7, ..., Z,,, die alle einer Standardnormalverteilung folgen, folgt die
Variable

X*(n) = Z¢ + -+ 25,
einer Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Thr Bereich ist R™, und ihr Mittelwert und ihre Varianz sind:

u=n, 0% =2n.

Die Chi-Quadrat-Verteilung spielt eine wichtige Rolle bei der Schétzung der Populationsvarianz und beim Studium
von Beziehungen zwischen qualitativen Variablen.
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Chi—Quadrat—-Verteilung

— X0
— x2(10)
0.20 x2(30)
S
= 0.15
[
S
x
[
=)
Q
£ 0.10
C
a
0.05—
0.00 ] | | |
10 20 30 40 50

Eigenschaften der Chi-Quadrat-Verteilung

 Die Spannweite ist nicht-negativ.
« Wenn X ~ x%(n) and Y ~ x?(m), dann gilt X + Y ~ x%(n + m).

* Sie néhert sich asymptotisch einer normalen Verteilung an, wenn die Anzahl an Freiheitsgraden zunimmt.

7.5 Student’s t-Verteilung

, dann folgt die Variable

1 Definition “Student’s t-Verteilung” T'(n)

Gegeben eine Variable Z, die einer Standardnormalverteilung folgt, Z ~ N(0,1), und eine Variable X, die
einer Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden folgt,

X ~ x*(n)

Z
X/n

bl

einer Student’s t-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Thr Bereich ist R , und ihr Mittelwert und ihre Varianz sind:

=0, o2 = ' wennn > 2.
n—2
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Die t-Verteilung spielt eine wichtige Rolle bei der Schitzung des Populationsmittelwerts.

Student's T Verteilung

— T(3)
0.4- T(10)
T(30)
N(0,1)
= 0.3~
c
S
<
S
T 0.2
b=
O
()]

Eigenschaften der Student’s t-Verteilung:

* Der Mittelwert, der Median und der Modus sind gleich, y = Me = Mo.

* Sie ist symmetrisch, g; = 0.

* Sie néhert sich asymptotisch einer Standardnormalverteilung an, wenn die Anzahl der Freiheitsgrade abnimmt.
In der Praxis gilt fiir n > 30, dass beide Verteilungen annidhernd gleich sind.

n—oo

T(n) ~ N(0,1).
7.6 Fisher-Snedecor-Verteilung

Definition “Fisher-Snedecor-Verteilung” F'(m, n)

Gegeben zwei unabhingige Variablen X und Y, die jeweils einer Chi-Quadrat-Verteilung mit m bzw. n Frei-
heitsgraden folgen, X ~ x?(m)and Y ~ x2(n), folgt die Variable
X
p=Xm
Y/n
einer Fisher-Snedecor-Verteilung mit m und n Freiheitsgraden. Thr Bereich ist R™, und ihr Mittelwert und ihre
Varianz sind:
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n 5, 2n*(m+n—2)
) o = wenn n > 4.
m(n—2)2(n—4)

Die Fisher-Snedecor-Verteilung spielt eine wichtige Rolle beim Vergleich von Populationsvarianzen und bei der
ANOVA-Analyse (Analysis of Variance).

Fisher's F—Verteilung

— F@E.3)
| — F(20,10)
1.0 F(30,30)
—~ 0.8
R
c
§e
X 0.6
c
=)
Q
5
a 0.4
0.2
0.0 | | | | !
0 1 2 3 4 5
X
Eigenschaften der Fisher-Snedecor-Verteilung:
* Der Bereich ist nicht-negativ.
+ Sie erfiillt die Beziehung
1
F =\

Dies bedeutet, dass wenn wir den Wert f(m,n), definieren als den Wert, der die Gleichung P(F(m,n) <
f(m,n),) = perfiillt, dann gilt:

1

f<n7 m) 1-p

f(m,n), =

Dies ist hilfreich beim Berechnen von Wahrscheinlichkeiten mithilfe der Verteilungsfunktionstabelle.
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Die Wahrscheinlichkeitsverteilungsmodelle, die im vorherigen Abschnitt behandelt wurden, erkldren das Verhalten
von Zufallsvariablen. Hierfiir muss bekannt sein, welchem Verteilungsmodell eine bestimmte Variable folgt. Dies ist
der erste Schritt der inferenziellen Statistik.

Um das Verteilungsmodell einer Variable genau zu bestimmen, miissen die charakteristischen Merkmale aller Indivi-
duen in der Population bekannt sein, was in den meisten Fallen nicht mdglich ist (wirtschaftliche, korperliche, zeitliche
Unmoglichkeit usw.).

Um diese Nachteile zu vermeiden, wird auf die Untersuchung einer Stichprobe zuriickgegriffen, mit dem Ziel, das
Verteilungsmodell der Variable in der Population ungeféhr zu bestimmen.

Die Untersuchung einer kleineren Anzahl von Individuen aus einer Stichprobe statt der gesamten Population (Voll-
erhebung) hat eindeutige Vorteile:

» geringere Kosten.
 groBere Schnelligkeit.
 groBere Leichtigkeit.

Es hat jedoch auch einige Nachteile:

» Notwendigkeit, eine reprdsentative (siehe hierzu von der Lippe (2002, 2010, 2011; 2002)) Stichprobe zu erhal-
ten.
 Gefahr, Verzerrungen zu erhalten.

Im Idealfall konnen diese Nachteile iiberwunden werden:

 Die Représentativitét der Stichprobe wird durch angemessene Samplingmethoden erreicht (Zufallsstichprobe);
» Fehler konnen nicht vermieden werden, aber es wird versucht, sie so weit wie moglich zu reduzieren und einzu-
schrianken.

8.1 Stichprobenverteilungen

Eine Stichprobe der Grofle n aus einer Zufallsvariable X kann als Realisation einer n-dimensionalen Zufallsvariablen
X = (X4, ..., X,,) aufgefasst werden.

Definition “Stichprobe unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen” (i.i.d.)

Eine Stichprobe unabhdngiger identisch verteilter Zufallsvariablen (abgekiirzt i.i.d., von independent and iden-
tically distributed) einer Zufallsvariable X, die in einer Population untersucht wird, ist eine Sammlung von n
Zufallsvariablen X, ..., X,,, die folgende Eigenschaften erfiillen:

* Jede der Zufallsvariablen X, folgt derselben Wahrscheinlichkeitsverteilung wie die Variable X in der

Population.
* Alle Zufallsvariablen X, sind voneinander unabhéngig.

Die moglichen Werte dieser n-dimensionalen Zufallsvariablen entsprechen allen denkbaren Stichproben der Grof3e n,
die aus der Population gezogen werden konnen.
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X

1

Population
\ X,
n ii.d. i
Stichproben \ ' 1 Zufalls-

S variablen der

Stichproben

v’
' \d 0‘, Stichprobenwert

Die drei grundlegenden Merkmale der Stichproben-Zufallsvariable sind:

1. Homogenitét: Die Variablen, die die Stichproben-Zufallsvariable bilden, folgen der gleichen Verteilung.
2. Unabhéngigkeit: Die Variablen sind voneinander unabhéngig.
3. Verteilungsmodell: Das Verteilungsmodell, dem die n Variablen folgen.

Die ersten beiden Punkte konnen geldst werden, wenn eine einfache Zufallsstichprobe zur Erhebung der Daten ver-
wendet wird. Beim dritten Punkt miissen wiederum zwei Fragen beantwortet werden:

1. Welches Verteilungsmodell passt am besten zu unserem Datensatz? Dies wird teilweise durch den Einsatz nicht-
parametrischer Methoden geklart.

2. Sobald das passendste Verteilungsmodell ausgewéhlt wurde: Welcher Parameter des Modells ist von Interes-
se, und wie kann sein Wert bestimmt werden? Damit befasst sich der Teil der statistischen Inferenz, der als
Parameterschitzung bekannt ist.

In diesem Abschnitt wird die zweite Frage behandelt, d. h., unter der Annahme, dass das Verteilungsmodell einer
Grundgesamtheit bekannt ist, werden die wichtigsten Parameter geschétzt, die es beschreiben. Zum Beispiel sind die
zentralen Parameter, die die im vorherigen Thema behandelten Verteilungen definieren:

Verteilung Parameter
Binomial n,p
Poisson A
Uniform a,b
Normal W, o

Chi-Quadrat n
T-Student n
F-Fisher m,n

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Werte der Stichprobenvariablen héngt eindeutig von der Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Werte in der Grundgesamtheit ab.

@ Beispiel: Kinder in Familien

Betrachten wir eine Grundgesamtheit, in der ein Viertel der Familien keine Kinder hat, die Hélfte der Familien
ein Kind besitzt und der Rest zwei Kinder hat.
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Verteilung in der Population Verteilung in den Stichproben
(X), Xy) | Play,25)
(0,0) 0,0625
(0,1) 0,1250
X | P(x) (0,2) 0,0625
010,25 Stichproben vom Umfang 2 (1’ 0) 0,1250
110,50 (1,1) 0,2500
210,25 (1,2) 0,1250
(2,0) 0,0625
(2,1) 0,1250
(2,2) 0,0625

Da ein Statistikergebnis eine Funktion einer Zufallsvariable ist, stellt es selbst ebenfalls eine Zufallsvariable dar.
Somit héngt seine Wahrscheinlichkeitsverteilung ebenfalls von der Verteilung der Grundgesamtheit und den sie
bestimmenden Parametern ab (u, o, p, ...).

@ Beispiel: Mittelwert

Wird der Stichprobenmittelwert X aus Stichproben der GréBe 2 (geméB vorherigem Beispiel) berechnet, ergibt
sich folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Verteilung in den Stichproben Verteilung von &

(X1, Xy) | Pz, m5)
(0,0) 0,0625
(0,1) 0,1250 X P(x)
(0,2) 0,0625  xiixy 0 |0,0625
(1,0) 0,1225 Tz 10,5]0,2500
(1,1) 0,2500 " 71 7]0,3750
(1,2) 0,1225 1,5 0,2500
(2,0) 0,0625 2 10,0625
(2,1) 0,1250
(2,2) 0,0625

Verteilung Anzahl Kinder Verteilung von X
g - . . s A 1

0.0 0.5 1.0 15 2.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Anzahl Kinder

x|

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, einen Stichprobenmittelwert zu erhalten, der den wahren Populationsmit-
telwert mit einem maximalen Fehler von 0,5 approximiert?

Wie wir gesehen haben, ist fiir die Bestimmung der Verteilung einer Stichprobenkennfunktion die Kenntnis der Popu-
lationsverteilung erforderlich, was jedoch nicht immer moglich ist. Gliicklicherweise lasst sich fiir gro3e Stichproben

117 von 187



8 SCHATZEN DER POPULATIONSPARAMETER

die Verteilung bestimmter Kennfunktionen wie des Mittelwerts ndherungsweise bestimmen, dank des folgenden Theo-
rems:

Zentraler Grenzwertsatz

Wenn X, ..., X,, unabhingige Zufallsvariablen (n > 30) mit Erwartungswerten p;, = E(X;) und Varianzen
01-2 = Var(X;) (firi = 1,...,n) sind, dann folgt die Zufallsvariable X = X, + --- + X, anndhernd einer
Normalverteilung.

X=X +-+X,"2'N (iu >0t
=1 =1

3
N—

Der zentrale Grenzwertsatz erklart auch, warum die meisten biologischen Variablen einer Normalverteilung folgen: Sie
entstehen typischerweise durch das Zusammenspiel zahlreicher Faktoren, deren Effekte sich unabhéngig voneinander
addieren.

8.1.1 Verteilung des Stichprobenmittels fiir groBe Stichproben (n > 30)

Das Stichprobenmittel einer Zufallsstichprobe vom Umfang 7 ist die Summe von 7 unabhéngigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen:

GemiB den Eigenschaften linearer Transformationen sind Erwartungswert und Varianz jeder dieser Variablen:
X; X; 2
E (—Z> =2 und Var (—’) = 0—2
n n n n
wobei 1t und 02 den Erwartungswert und die Varianz der zugrundeliegenden Population darstellen.

Somit folgt fiir groBBe Stichprobenumfinge (n > 30) nach dem zentralen Grenzwertsatz, dass die Verteilung des
Stichprobenmittels normal ist:

XNN(zn:%, anz—z) :N(g,%).

=1 =1

@ Beispiel fiir groBe Stichproben (n > 30)

Angenommen, man mochte die durchschnittliche Kinderzahl in einer Population schitzen, wobei der wahre
Mittelwert ;o = 2 Kinder und die Standardabweichung o = 1 Kind betrégt.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, | mittels T mit einem Fehler von weniger als 0,2 zu schétzen?

Gemil dem zentralen Grenzwertsatz gilt:

1. Firn = 30ist z ~ N(2,1/v/30) und

P(1.8 < 7 < 2.2) = 0.7267.
2. Firn =100istz ~ N(2,1/4/100) und

P(18 < & < 2.2) = 0.9545.
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Verteilung des Stichprobenmittels der Kinderzahl
fur Stichprobenumfange n=30 und n=100
< — n=100
— n=30
m_
X
=
S
X
S5 o
2
<
S
a)
— —]
O | | | |
1.0 1.5 2.0 25 3.0
X

8.1.2 Verteilung einer Stichprobenproportion fiir groBe Stichproben (n 30)
Eine Populationsproportion p kann als Mittelwert einer dichotomen (0, 1)-Variable berechnet werden. Diese Variable
wird als Bernoulli-Variable B(p) bezeichnet, ein Spezialfall der Binomialverteilung fiir n = 1.
Fiir eine Zufallsstichprobe vom Umfang n ldsst sich die Stichprobenproportion p somit als Summe von n unabhingi-

gen, identisch verteilten Zufallsvariablen darstellen:

X te4X, X X,
p=x=0 T o2 i X, ~ B(p)
n n n

mit Erwartungswert und Varianz
X; X; 1—
B <_) ~? wd Var (_> _rl-p)
n n n n

Fiir groBBe Stichprobenumfinge (n > 30) folgt nach dem zentralen Grenzwertsatz, dass die Verteilung der Stichpro-
benproportion ebenfalls normalverteilt ist:

ﬁNN(i%’ z":p(ln;p)):NQ), p<1n—p)>.

=1
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8.2 Schatzer

Stichprobenstatistiken kénnen zur Approximation von Populationsparametern verwendet werden. Wenn ein Kennwert
zu diesem Zweck eingesetzt wird, bezeichnet man ihn als Schdtzer fiir den Parameter.

Definition “Schétzer und Schitzwert”

Ein Schétzer ist eine Funktion der Stichproben-Zufallsvariablen:

0=F(X,,..,X,)

Fiir eine konkrete Stichprobe (x4, ..., z,,) wird der Wert des Schitzers, angewendet auf diese Stichprobe, als
Schditzwert bezeichnet:

~

00 - F(:L’l, - ,Z‘n).

Da es sich um eine Funktion der Stichproben-Zufallsvariablen handelt, ist ein Schétzer selbst wieder eine Zufallsva-
riable, deren Verteilung von der zugrundeliegenden Population abhéngt.

Wihrend der Schdtzer als Funktion eindeutig ist, ist der Schdtzwert nicht eindeutig, sondern hingt von der gezogenen
Stichprobe ab.

Verteilung in der Population

X —»[Populationsparameter]—» 07

Stichproben-Zufallsvariable

(X1,...,Xn) —> 0=F(Xy,...

Stichprobe mit Umfang n
(xl,...,xn)—> é():F(xl,...

@ Beispiel Raucher

Angenommen, man mochte den Anteil p der Raucher in einer Stadt ermitteln. In diesem Fall folgt die dichotome
Variable, die misst, ob eine Person raucht (1) oder nicht (0), einer Bernoulli-Verteilung B(p).

Wenn eine Zufallsstichprobe vom Umfang 5, (X, X,, X3, X, X;), aus dieser Grundgesamtheit gezogen wird,
kann der Anteil der Raucher in der Stichprobe als Schitzer fiir den Anteil der Raucher in der Grundgesamtheit
verwendet werden:

5
f? _ Zizl X’L
)
Dieser Schitzer ist eine Zufallsvariable, die folgendermalien verteilt ist:

i)w%B (p, P(ln—w) .

Wenn verschiedene Stichproben gezogen werden, erhilt man unterschiedliche Schétzwerte:
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’ Stichprobe ‘ Schitzwert ‘
(1,0,0,1,1) 3/5
(1,0,0,0,0) 1/5
(0,1,0,0,1) 2/5

Die Parameterschétzung kann auf zwei Arten durchgefiihrt werden:

1. Punktschéatzung: Es wird ein einzelner Schitzer verwendet, der einen Wert oder eine Néherung fiir den Para-
meter liefert. Der Hauptnachteil dieser Schiatzmethode besteht darin, dass die Genauigkeit der Schitzung nicht
angegeben wird.

2. Intervallschatzung: Hier werden zwei Schétzer verwendet, die die Grenzen eines Intervalls liefern, in dem der
wahre Wert des Parameters mit einer bestimmten Sicherheit vermutet wird. Diese Schiatzmethode ermdglicht es,
den Schitzfehler zu kontrollieren.

Punkt-Schatzwert Intervallschiatzung
| | - | .
0 0o 2 0 ls

8.3 Punktschatzung

Die Punktschétzung verwendet einen einzelnen Schitzer, um den Wert eines unbekannten Parameters der Grundge-
samtheit zu schétzen.

Theoretisch konnen verschiedene Schétzer fiir denselben Parameter verwendet werden. Zum Beispiel hétte man zur
Schétzung des Raucheranteils in einer Stadt neben dem Stichprobenanteil auch andere mogliche Schétzer verwenden
kénnen, wie:

~ ~ X X. ~
0, = €/X1X2X3X4X5 02 = % ‘93 =X

Welcher Schdtzer ist der beste?
Die Antwort hiangt von den Eigenschaften der einzelnen Schitzer ab.

Obwohl die Punktschitzung keine direkte Aussage iiber die Genauigkeit der Schitzung liefert, gibt es verschiedene
Eigenschaften, die diese Qualitit sicherstellen.

Die wiinschenswertesten Eigenschaften eines Schitzers sind:

* Erwartungstreue (Unverzerrtheit)
* Effizienz

» Konsistenz

» Asymptotische Normalverteilung
* Vollstiandigkeit

Definition “Erwartungstreuer Schétzer” (unverzerrter Schitzer)

Ein Schiitzer 0 heiBt erwartungstreu (oder unverzerrt) fiir einen Parameter 6, wenn sein Erwartungswert genau
0 entspricht, d. h.,
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E) =o.

Verteilungen von verzerrten und unverzerrten Schatzern
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D d_ 'l ’/ \\ \\
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Schatzerwerte

Wenn ein Schétzer nicht erwartungstreu ist, wird die Differenz zwischen seinem Erwartungswert und dem wahren
Parameterwert 6 als Verzerrung (Bias) bezeichnet:

~

Bias(d) = E(6) — 0.
Je kleiner die Verzerrung eines Schétzers ist, desto ndher liegen seine Schétzwerte am tatsdchlichen Parameterwert.
Definition “Konsistenter Schétzer”

Ein Schétzer én fiir Stichproben des Umfangs n heilit konsistent fiir einen Parameter 6, wenn fiir jedes beliebige
e > 0 gilt:

lim P(|6, — 6] <¢) =1.

n—oo

Dichtefunktion f(x)

0.1 0.2 0.3 0.4

0.0

Verteilungen konsistenter Schatzer

Dichtefunktion f(x)

0.1

T
)

Schatzerwerte

0i3 Oi4

0i2

Verteilungen verzerrter, aber konsistenter Schatzer

0.0

Schatzerwerte

Ein Schétzer ist konsistent, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
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~

* Bias(6,,) = 0 oder lim

~

¢ lim Var(4,) =0

n—oo

Bias(f,) = 0

n—oo

Wenn also sowohl die Varianz als auch die Verzerrung mit wachsendem Stichprobenumfang abnehmen, ist der Schétzer
konsistent.

Definition “Effizienter Schétzer”
Ein Schiitzer 0 fiir einen Parameter 0 heift effizient, wenn er den mittleren quadratischen Fehler (MSE) minimiert:

~ ~

MSE(6) = Bias()? + Var(0).

Verteilungen eines unverzerrten und
eines effizienten, aber verzerrten Schatzers

#
o —— unverzerrt
— effizient

-~
X ™|
= o
C
S
e
< o
> o
(¥
(D)
o
e
S
O o7

o

o |

0
Schatzerwerte

Definition “Asymptotisch normalverteilter Schétzer”

Ein Schitzer 6 heift asymptotisch normalverteilt, wenn — unabhingig von der Verteilung der Zufallsvariablen
in der Stichprobe — seine Verteilung bei hinreichend grolem Stichprobenumfang einer Normalverteilung folgt.

Wie wir spiter sehen werden, ist diese Eigenschaft besonders wichtig fiir die Parameterschitzung mittels Konfidenz-
intervallen.
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Verteilungen asymptotisch normalverteilter Schatzer

© — n=10
o — n=50
< ©o
= — n=100
(o]
[
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=) o
h'4
S «
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e
SN
o o]
o
o
! i
o
0
Schatzerwerte

Definition “Suffizienter Schatzer”

Ein Schitzer  heift suffizient (erschopfend) fiir einen Parameter 6, wenn die bedingte Verteilung der Stichpro-
benvariablen gegeben den Schitzwert § = 6, nicht mehr von ¢ abhéngt.

Dies bedeutet, dass nach Erhalt der Schitzung alle weiteren Informationen tiber die Stichprobe fiir # irrelevant wer-
den.
Der iibliche Schétzer fiir den Erwartungswert ist das Stichprobenmittel:

Fiir Stichproben vom Umfang n ergibt sich die Zufallsvariable:

X:X1+...+Xn
n

Wenn die Grundgesamtheit den Mittelwert . und Varianz o2 besitzt, gilt:

~ ~ 2
E(X)=p und Var(X)= z
n

Somit ist das Stichprobenmittel:

* ein erwartungstreuer Schétzer
* konsistent (da die Varianz mit wachsendem n gegen 0 geht)
* effizient

Die Stichprobenvarianz:

ist jedoch ein verzerrter Schitzer fiir die Populationsvarianz, denn:

E(S?) = n—_102.

n
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Diese Verzerrung lésst sich leicht korrigieren, um einen erwartungstreuen Schétzer zu erhalten.

Definition “Stichproben-Quasivarianz”

Fiir eine Stichprobe vom Umfang n einer Zufallsvariablen X wird die Stichproben-Quasivarianz definiert als:

n—1 n—1

8.4 Intervallschatzer

Das Hauptproblem der Punktschétzung besteht darin, dass nach Auswahl der Stichprobe und Berechnung der Schit-
zung der tatsdchliche Fehler unbekannt bleibt.

Um den Schétzfehler kontrollieren zu kénnen, ist die Intervallschétzung die bessere Methode.

Punkt-Schitzwert Intervallschitzung
Fehlor Fehler

— r . ]

| | L é il

o b : &

Bei der Intervallschitzung wird versucht, ausgehend von der Stichprobe ein Intervall zu konstruieren, in dem der zu
schitzende Parameter mit einer bestimmten Konfidenzwahrscheinlichkeit vermutet wird. Hierzu werden zwei Schétzer
verwendet - einer fiir die untere und einer fiir die obere Intervallgrenze.

Definition “Konfidenzintervall”

Gegeben zwei Schiitzer [,( X, ..., X,,) und (X, ..., X, ) sowie deren jeweilige Schatzwerte I, und [, fiir eine
konkrete Stichprobe, heifit das Intervall I = [l;, [,] Konfidenzintervall fiir einen Populationsparameter 6 zum
Konfidenzniveau 1 — « (oder Signifikanzniveau «), wenn gilt:

P(X,,....X,) <0< (X,...X,))=1—q.

Wichtige Anmerkungen zu Konfidenzintervallen:

 Ein Konfidenzintervall garantiert niemals mit absoluter Sicherheit, dass der Parameter darin enthalten ist.

* Man kann nicht sagen, die Wahrscheinlichkeit, dass der Parameter im Intervall liegt, betrage 1 — o - denn nach
Berechnung des Intervalls haben die Zufallsvariablen feste Werte angenommen.

* Die korrekte Interpretation ist: (1 — «) aller mdglichen Stichprobenintervalle enthalten den wahren Parameter.

* Dabher spricht man von Konfidenz (Vertrauen), nicht von Wahrscheinlichkeit.

Typische Konfidenzniveaus in der Praxis:
1—a=0.90 (a=0.10)

1—a=0.95 (a=0.05) (am hdufigsten verwendet)
1—a=0.99 (a=0.01) (firkritische Anwendungen)

Theoretisch enthalten bei einem Konfidenzniveau von 1 — o = 0,95 etwa 95 von 100 berechneten Intervallen den
wahren Parameter 0, wihrend etwa 5 Intervalle ihn nicht enthalten.
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50 Konfidenzintervalle mit 95% Vertrauensniveau fur 6
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Anzahl Stichproben

8.4.1 Schatzfehler
Ein weiterer zentraler Aspekt von Konfidenzintervallen ist ihre Fehlerspanne.

Definition “Fehlerspanne”

Die Fehlerspanne oder Ungenauigkeit eines Konfidenzintervalls [I;, [,] wird durch seine Breite bestimmt:

A — lS - l’L'
Intervallschiatzung
Fehler
]
0 0 ls

Damit ein Intervall praktisch nutzbar ist, darf diese Ungenauigkeit nicht zu grof3 sein.

Grundsatzlich hdngt die Prézision eines Intervalls von drei Faktoren ab:

1. Streuung der Grundgesamtheit: Je groBer die Streuung, desto ungenauer das Intervall.
2. Konfidenzniveau: Hohere Konfidenzniveaus fithren zu weniger prizisen Intervallen.
3. Stichprobenumfang: GroBere Stichproben erhdhen die Prézision.

Wenn Konfidenz und Prizision im Konflikt stehen - wie kann man dann Prézision gewinnen ohne Konfi-
denz zu verlieren?

In der Praxis geht man typischerweise wie folgt vor:

* Man beginnt mit einem Punktschitzer, dessen Stichprobenverteilung bekannt ist.

» Auf Basis dieser Verteilung bestimmt man die Intervallgrenzen so, dass sie eine Wahrscheinlichkeit von 1 — «
einschlieBen.

+ Ublicherweise wihlt man die Grenzen symmetrisch:
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— Die untere Grenze schliet ov/2 der Wahrscheinlichkeit aus
— Die obere Grenze schlieBit ebenfalls /2 aus

Verteilung des Referenzschatzers

Dichtefunktion f(x)
[N
|
Q

8.5 Konfidenzintervalle fiir eine Grundgesamtheit

Im Folgenden werden Konfidenzintervalle zur Schéatzung von Parametern einer Grundgesamtheit dargestellt:

» Konfidenzintervall fiir den Mittelwert einer normalverteilten Grundgesamtheit mit bekannter Varianz

» Konfidenzintervall fiir den Mittelwert einer normalverteilten Grundgesamtheit mit unbekannter Varianz

» Konfidenzintervall fiir den Mittelwert einer Grundgesamtheit mit unbekannter Varianz bei gro3en Stichproben
» Konfidenzintervall fiir die Varianz einer normalverteilten Grundgesamtheit

» Konfidenzintervall fiir einen Anteilswert einer Grundgesamtheit

8.5.1 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert einer normalverteilten Grundgesamtheit mit
bekannter Varianz

Sei X eine Zufallsvariable, die folgende Annahmen erfiillt:

* Sie ist normalverteilt: X ~ N (u, o)
« Der Mittelwert 1 ist unbekannt, aber die Varianz o2 ist bekannt

Unter diesen Annahmen folgt der Stichprobenmittelwert fiir Stichproben des Umfangs n ebenfalls einer Normalver-
teilung:

Durch Standardisierung der Variable erhilt man:
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X
~o/Vn

Auf dieser Verteilung lassen sich einfach die Werte 2z, und z, berechnen, so dass gilt:

A ~ N(0,1)

Da die Standardnormalverteilung symmetrisch um 0 ist, wéhlt man am besten entgegengesetzte Werte —z,, , und z,,
, die jeweils a;/2 der Wahrscheinlichkeit in den Réndern lassen.

Verteilung N(0,1)

<
o
-~
X o
“— o
c
©
)
N
< S 1-a
S
Y—
9
e —
O o |
(|
o | /2 a
© | |
—Zg/2 Zg/2
Z

Ausgehend von der Standardisierung lasst sich durch Umformung einfach zu den Schitzern fiir die Grenzen des Kon-
fidenzintervalls gelangen:

X—pu
aQ ( Raj2 = —Zoz/2) ( Raj2 = U/\/ﬁ —za/2>
g S o
P2y <X —p<z | =
(< X ons )
_ o — ag
-r (‘X‘ Faf g S TS XS ZW%) B

_ o — ag
:P(X—Za/2%§M§X+Za/2%>

Konfidenzintervall fiir den Mittelwert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz

Falls X ~ N (i, o) mit bekannter Standardabweichung o, dann lautet das Konfidenzintervall fiir den Mittelwert
w zum Konfidenzniveau 1 — o
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S g

S g
X — Zoa/2%7 X+ e )2

NG
alternativ geschrieben als:
= o
X £ 2o Jn
Aus der Intervallformel

- o
Xiza/2%

ergeben sich folgende Charakteristika:
1. Das Intervall ist zentriert um den Stichprobenmittelwert X, den besten Schitzer fiir den Populationsmittelwert.

2. Die Breite (Ungenauigkeit) des Intervalls betragt:

o
A = 22&/2%

Diese hiangt ab von:

* 0: Je groBer die Populationsvarianz, desto ungenauer das Intervall
* Z,/2. Abhéngig vom Konfidenzniveau - héhere Konfidenzniveaus (1 — «) fithren zu gréBeren Intervallen
* n: GroBere Stichproben verringern die Ungenauigkeit

Die einzige Moglichkeit, die Intervallgenauigkeit bei gleichbleibendem Konfidenzniveau zu verbessern, besteht folg-
lich in der Erh6hung des Stichprobenumfangs.

8.5.1.1 Berechnung des Stichprobenumfangs zur Schatzung des Mittelwerts einer Normalverteilung
mit bekannter Varianz

Unter Beriicksichtigung der Breite (Ungenauigkeit) des Konfidenzintervalls fiir den Mittelwert einer Normalverteilung
mit bekannter Varianz:

(o2
A = 22'0‘/2%

kann der erforderliche Stichprobenumfang zur Erzielung einer Intervallbreite A mit Konfidenzniveau 1 — « leicht
berechnet werden:

g g
AZQZQ/Q%@ nZQZa/Qz,

woraus folgt:

2
o
n:4zi/2p

@ Beispiel

Betrachten wir eine Studentenpopulation, deren Priifungsergebnisse einer Normalverteilung X ~ N(u,0 =
1.5) folgen.

129 von 187



8 SCHATZEN DER POPULATIONSPARAMETER

Zur Schitzung der Durchschnittsnote ;o wird eine Stichprobe von 10 Studenten gezogen:

4—-6—-8—-7T—-7—6—-5—-2—-5—-3

Daraus berechnen wir das 95%-Konfidenzintervall (o« = 0.05) fiir p:

. X:%:?—g:&i’)Punkte

* Zo/2 = 20.025 X 1.96 (Standardnormalverteilung)

Einsetzen in die Intervallformel ergibt:

. 1.5
X+ Za/2% =53+ 1.96\/—1_0 =5.3+0.93 = [4.37, 6.23].

Mit 95%iger Sicherheit liegt p somit zwischen 4.37 und 6.23 Punkten.

@ Beispiel

Die Ungenauigkeit dieses Intervalls betrdgt +0.93 Punkte.
Fiir eine hohere Prézision von +0.5 Punkten berechnet sich der erforderliche Stichprobenumfang zu:

2 2
42 9 o L5 _
n = 420‘/2/12 =4-1.96 2050 = 34.57.
Es wird daher eine Stichprobe von mindestens 35 Studenten bendtigt, um ein 95%-Konfidenzintervall mit +0, 5
Punkten Genauigkeit zu erhalten.

8.5.2 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz

Gegeben sei eine Zufallsvariable X, die folgende Annahmen erfiillt:

* Normalverteilung: X ~ N (u, o)
» Sowohl der Mittelwert 1 als auch die Varianz o2 sind unbekannt

Wenn die Populationsvarianz unbekannt ist, wird sie typischerweise durch die korrigierte Stichprobenvarianz S2 ge-
schétzt. Dadurch folgt der Referenzschitzer nicht mehr einer Normalverteilung (wie bei bekannter Varianz), sondern
einer t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden:

XNN(A;;,%) 5 —_—
_ ~ ~T(n—1),
=V -y [ Sm

g

Da die t-Verteilung (wie die Normalverteilung) symmetrisch um 0 ist, kdnnen zwei entgegengesetzte Werte —tZ721

und t2721 gewihlt werden, sodass gilt:
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Konfidenzintervall fiir den Mittelwert einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz

Falls X ~ N(u, o) mit unbekannter Standardabweichung o, dann lautet das Konfidenzintervall fiir den Mittel-
wert (4 zum Konfidenzniveau 1 — o

alternativ geschrieben als:

8.5.2.1 Berechnung des Stichprobenumfangs zur Schatzung des Mittelwerts einer Normalverteilung
mit unbekannter Varianz

Analog zum vorherigen Fall ergibt sich die Breite (Ungenauigkeit) des Konfidenzintervalls fiir den Mittelwert bei
unbekannter Varianz zu:

Daraus ldsst sich der bendtigte Stichprobenumfang fiir eine gewiinschte Intervallbreite A mit Konfidenzniveau 1 — «
ableiten:

was zu folgender Formel fiihrt:

52
n = 4(t2721)zﬁ

Der entscheidende Unterschied zum Fall mit bekannter Varianz besteht darin, dass S bekannt sein muss. Daher wird
typischerweise wie folgt vorgegangen:

* Eine kleine Vorstichprobe wird gezogen, um S zu schiitzen
* Der t-Wert kann fiir groBere Stichproben durch den z-Wert der Normalverteilung approximiert werden: t2721 R

Zaf2
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@ Beispiel

Angenommen, im vorherigen Beispiel sei die Populationsvarianz der Priifungsergebnisse unbekannt.
Mit derselben Stichprobe von 10 Studenten:

4—-6—-8—-7T—7—6—-—5—2—-5—-3
ergibt sich das 95%-Konfidenzintervall (o = 0.05) fiir p1 wie folgt:

« X = 53 = 5.3 Punkte

10
- §2 = L0 _ 35667 und S = 1.8386 Punkte
. tg/_zl = t8.025 = 2.2622 (t-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden)

Das Konfidenzintervall berechnet sich zu:

_ S 1.8886
Xty = = 5322262

= 5.3+ 1.351 = [3.949, 6.651] .

e Beispiel

Die Ungenauigkeit des Intervalls (£1, 8886 Punkte) ist deutlich groBer als bei bekannter Varianz - dies erklért
sich durch die zusitzliche Unsicherheit bei der Schitzung der Populationsvarianz.
Der benétigte Stichprobenumfang fiir eine Genauigkeit von 40, 5 Punkten betrégt:

S? 3.5667
_ 22 _ 2 _
Somit sind mindestens 55 Studenten ndtig, um bei unbekannter Varianz ein 95%-Konfidenzintervall mit 40, 5
Punkten Genauigkeit zu erhalten.

8.5.3 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert einer nicht-normalverteilten Grundgesamtheit

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit folgenden Eigenschaften:

» Thre Verteilung ist nicht normal
« Sowohl der Mittelwert ;. als auch die Varianz o2 sind unbekannt

Bei nicht-normalverteilten Grundgesamtheiten dndern sich die Verteilungen der Referenzschitzer, sodass die bisheri-
gen Intervalle nicht anwendbar sind.

Fiir groBe Stichproben (n > 30) gilt jedoch nach dem zentralen Grenzwertsatz, dass sich die Verteilung des Stichpro-
benmittelwerts einer Normalverteilung annéhert:

Somit bleibt das zuvor beschriebene Intervall giiltig.

Konfidenzintervall fiir den Mittelwert einer nicht-normalverteilten Grundgesamtheit bei grolen Stichproben

Fiir eine nicht-normalverteilte Variable X mit n > 30 lautet das (1 — «)-Konfidenzintervall fiir p:
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X+t

—
/2 \/ﬁ

8.5.4 Konfidenzintervall fiir die Varianz einer normalverteilten Grundgesamtheit

Voraussetzungen:

X ist normalverteilt: X ~ N (u,0)
« Sowohl p als auch o2 sind unbekannt

Als Ausgangspunkt dient der Referenzschitzer:

nS? n—1)52
2 :( 0_2) NXQ(n_l)a

der einer Chi-Quadrat-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden folgt.

Es miissen die Werte ; und x, bestimmt werden, fiir die gilt:

Pix; < x*(n—1)<x,) =1-a

7

Da die Chi-Quadrat-Verteilung nicht symmetrisch ist, werden die Quantile Xngl und X?:Olé /2 verwendet.

Chiquadratverteilung xz(n -1)

-~
<

~—

(V-

c

je)

e

R

c

S

[l

g

c 1-a

XS

o

o /e
[ 2I 2I
0 Xa/2 Xi-a/2
2
X

Somit ergibt sich
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2 2
B . _nS 1 B 1 o 1 B
l—a=P (XZ/Q Sz < X?a/2> =P (Xn—l 2 g2 2 i ) =

2 2 2
=r n}1 = - 5 S nlfl =r Zi <o’< noil :
X1-—a/2 ns Xa/2 X1-—a/2 Xa/2

Daher lautet das Konfidenzintervall fiir die Varianz einer normalverteilten Population:

Konfidenzintervall fiir die Varianz einer normalverteilten Grundgesamtheit

Fiir X ~ N(u, o) lautet das (1 — «)-Konfidenzintervall fiir o :

nS? nS?
qul:é/Q’ XZ721

@ Beispiel
Fortsetzung des Priifungsbeispiels mit der Stichprobe:

4—-6—-8—-7T—-7—6—-5—-2—-5-3

Das Konfidenzintervall fiir 02 bei einem Vertrauensniveau von 95% (a = 0, 05) lautet:

o 52 = B08et (32537 _ 3 97 punke?.

. XZ721 = xglog 5 ist der Wert der Chi-Quadrat-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden, der eine kumulative Wahr-
scheinlichkeit von 0, 025 unterschreitet, und betragt 2, 7.

* X77Ly = XQ.o75 ist der Wert der Chi-Quadrat-Verteilung mit 9 Freiheitsgraden, der eine kumulative

Wahrscheinlichkeit von 0, 975 unterschreitet, und betrégt 19.

Das Intervall berechnet sich zu:

52 S? 10-3.21 10-3.21
{ nsTon ] _ [ = [1.69, 11.89] Punkte®.

X?:éﬁ ’ XZ721 19 727

8.5.5 Konfidenzintervall fiir einen Anteilswert
Zur Schitzung des Anteils p einer Grundgesamtheit mit einer bestimmten Eigenschaft geht man von der Zufallsva-

riablen X aus, die die Anzahl der Individuen mit dieser Eigenschaft in einer Stichprobe vom Umfang n zihlt. Diese
Variable folgt einer Binomialverteilung:

X ~ B(n,p)

Fiir ausreichend groBe Stichproben (genauer: wenn np > 5und n(1—p) > 5) gilt) besagt der zentrale Grenzwertsatz,
dass X approximativ normalverteilt ist:

X ~ N(np,/np(1—p)).

Folglich ist auch der Stichprobenanteil p = X /n approximativ normalverteilt:
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ﬁ:sz@ M)

n n

Dies dient als Referenzschétzer. Durch Standardisierung erhilt man:

P (p’ p(l—p))

Nach der Standardisierung lassen sich — genauso wie zuvor — leicht die Werte —z,, 5 und z,, , finden, die erfiillen:

p

P
Pl -2, <———r—xr <2, =1—a
( 2= Vp(—p)/n /2)

Somit erhélt man, indem man die Standardisierung riickgédngig macht und analog zum vorherigen Vorgehen argumen-
tiert:

Durch Umformung ergibt sich das Konfidenzintervall:

Konfidenzintervall fiir einen Anteilswert

Fir X ~ B(n,p) mitnp > 5und n(1 — p) > 5 lautet das (1 — «)-Konfidenzintervall fiir p:
" /p(1—p) . /p(1—p)
[p_za/2 o Pt Eap\ T

p(1—p)
n

oder alternativ:

]3 + Zoc/?

8.5.5.1 Berechnung des Stichprobenumfangs zur Schatzung eines Anteils
Die Breite oder Ungenauigkeit des Konfidenzintervalls fiir einen Anteil in einer Population betragt

p(1 —p)

A=2
Za)2 n

Daher lasst sich der erforderliche Stichprobenumfang leicht berechnen, um ein Intervall mit der Breite A und einem
Konfidenzniveau von 1 — « zu erhalten:
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15 Sl 5
n n
woraus sich ableiten l&sst:
p(1—p)
n = 42‘2)‘/2T

Fiir die Berechnung wird eine Schitzung des Anteils p benotigt. Daher wird tiblicherweise eine kleine Vorstichprobe
gezogen, um diesen Wert zu ermitteln. Im schlimmsten Fall, wenn keine Vorstichprobe verfiigbar ist, kann p = 0.5
angenommen werden.

@ Beispiel

Angenommen, es soll der Anteil der Raucher in einer bestimmten Population geschétzt werden. Dazu wird eine
Stichprobe von 20 Personen gezogen, und es wird erfasst, ob sie rauchen (1) oder nicht (0):

0-1-1-0-0-0-1-0-0-1-0-0-0-1-1-0—-1-1-0—-0

Daraus ergibt sich:

* P =55 =0.4. Somit giltnp =20-0.4 =8 >5undn(l —p) =20-0.6 =12 > 5.
* Z4/2 = Z0.025 ist der Wert der Standardnormalverteilung, der eine obere kumulative Wahrscheinlichkeit
von 0.025 aufweist und ungefahr 1.96 betragt.

Durch Einsetzen dieser Werte in die Formel fiir das Konfidenzintervall ergibt sich:

517 04-0.6
PA=P) _ 44106 -

Das bedeutet, mit einer 95%igen Konfidenz liegt der wahre Anteil p zwischen 0.1 und 0.7.

P+ 2o/ =0.4+03=10.1,0.7].

@ Beispiel

Wie zu erkennen ist, betrégt die Ungenauigkeit des obigen Intervalls 4-0.215, was angesichts eines Anteils sehr
grof ist.

Um prézise Konfidenzintervalle fiir Anteilsschdtzungen zu erhalten, sind relativ grofle Stichprobenumfénge er-
forderlich. Wenn beispielsweise eine Genauigkeit von +0, 05 gewlinscht wird, wire der erforderliche Stichpro-
benumfang:

p(1—D) 0.4-0.6
=422~ =4-1.96>———— = 368.79.
SR ATP (2-0.05)2
Das heifft, es wiren mindestens 369 Personen notwendig, um ein 95%-Konfidenzintervall fiir den Anteil mit
einer Genauigkeit von 40, 05 zu erhalten.

8.6 Konfidenzintervalle fiir den Vergleich zweier Populationen

In vielen Studien besteht das eigentliche Ziel nicht darin, den Wert eines Parameters zu ermitteln, sondern ihn mit dem
einer anderen Population zu vergleichen.

Beispielsweise konnte man untersuchen, ob ein bestimmter Parameter in der ménnlichen und der weiblichen Popula-
tion denselben Wert aufweist.
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8 SCHATZEN DER POPULATIONSPARAMETER

In solchen Féllen geht es nicht priméir um die separate Schétzung der beiden Parameter, sondern um eine Schétzung,
die ihren Vergleich ermdglicht.

Es werden drei Fille betrachtet:

* Vergleich von Mittelwerten: Schétzung der Differenz der Mittelwerte (i, — pio.
2
* Vergleich von Varianzen: Schitzung des Verhéltnisses der Varianzen U—;.
02
* Vergleich von Anteilen: Schitzung der Differenz der Anteile p; — p,.

Im Folgenden werden die folgenden Konfidenzintervalle fiir den Vergleich zweier Populationen vorgestellt:

* Intervall fiir die Differenz der Mittelwerte zweier normalverteilter Populationen mit bekannten Varianzen.

* Intervall fiir die Differenz der Mittelwerte zweier normalverteilter Populationen mit unbekannten, aber gleichen
Varianzen.

Intervall fiir die Differenz der Mittelwerte zweier normalverteilter Populationen mit unbekannten und ungleichen
Varianzen.

* Intervall fiir das Verhéltnis der Varianzen zweier normalverteilter Populationen.

* Intervall fiir die Differenz der Anteile zweier Populationen.

8.6.1 Konfidenzintervall fiir die Differenz der Mittelwerte normalverteilter Populationen mit
bekannten Varianzen

Seien X; und X, zwei Zufallsvariablen, die folgende Annahmen erfiillen:

« Sie sind normalverteilt: X; ~ N (py,07) und Xy ~ N (g, 05).
« Thre Mittelwerte 11; und g, sind unbekannt, aber ihre Varianzen o2 und o5 sind bekannt.

Unter diesen Annahmen folgt die Differenz der Stichprobenmittelwerte aus zwei unabhéngigen Stichproben der Gro-
Ben ny bzw. n, einer Normalverteilung:

X, ~N [y, 2= _ _ 2 2
—1 1{? :>X1_X2NN(M1—M2, ﬁ‘Fﬁ)-
Xy~ N po, 7

Durch Standardisierung ergeben sich die Werte der Standardnormalverteilung —z,, 5 und z,, /5, die folgende Bedin-
gung erfiillen:

(Xl - X2) - (/h - N2>
Pl —z4 < o Szyp | =1—ca
ny L)

Durch Riickgéngigmachen der Standardisierung erhélt man:

X, - Xy — (-
l—a=P —Za/gé( 1 2)2 (le M2)§Za/2
91 93
_+_
1 2
o2 o2 _ _ 2 52
=P =z n_1+n_z§(X1_X2>_(N1_N2)§Za/2 _1 n_z
¢ % T, o3 ¢ % o3
=P Xy —Xg—zgp\| =+ =<y —p < Xy = Xog+ 2404/ — + =
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Somit lautet das Konfidenzintervall fiir die Differenz der Mittelwerte:

Konfidenzintervall fiir die Differenz der Mittelwerte normalverteilter Populationen mit bekannten Varianzen

Falls X; ~ N(py,0;) und Xy ~ N(puy, 09) mit bekannten o, und o5, dann ist das Konfidenzintervall fiir die
Differenz der Mittelwerte p; — o zum Konfidenzniveau 1 — o gegeben durch:

_ _ o2 o2 B o2 o2
[Xl_X2_Zoz/2Vn_1+n_27X1_X2+Za/2 n_1+n_2
1 2 1 2

2 2

S S g (o

X, — Xyt z2q| =+ 2
1 2 a/2

nq U

oder alternativ:

8.6.2 Konfidenzintervall fur die Differenz der Mittelwerte zweier normalverteilter
Populationen mit unbekannten, aber gleichen Varianzen

Seien X und X, zwei Zufallsvariablen, die folgende Annahmen erfiillen:

« Sie sind normalverteilt: X; ~ N(uq,0) und Xy ~ N(py,05)
« Thre Mittelwerte 11, und p, sind unbekannt und ihre Varianzen ebenfalls, aber sie sind gleich: 02 = 03 = o>

Wenn die Populationsvarianz unbekannt ist, kann sie aus Stichproben der Groflen n, und n, beider Populationen
mittels der gewichteten Stichprobenvarianz (gepoolte Varianz) geschitzt werden:

G2 _ ny S5 + nyS3
p

ny+nyg—2°

Die Teststatistik folgt in diesem Fall einer t-Verteilung:

X=X~ N (=0 [552) | (%) = ) — (11— o)

% 2(ny +n, —2) S, nn]:rnzz

Daraus lassen sich die kritischen Werte —t™17"272¢ /2 und t™17"272 /2 der t-Verteilung bestimmen, die folgende
Bedingung erfiillen:

P _tn1+n272 < (Xl - X2) - (/’Ll - /’L2> < tn1+n272 — 1 —
a/Q — S\ nqy+ny — a/2 .
p NNy

Und durch Riicktransformation ergibt sich
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nq+n,—2
a/2

- <t
S n;+ny
p NNy

_ ntng—2G [N+ No v v nitn,—2& (N1t Ng
_p(_% CS T, = KT ) Tl ) Soje TSy n—>

. S S ni+no—2 & ln1+n2 \ Y ni+n,—2 4 /n1+n2
_P<X1—X2—ta>2 2 Sp WSMl_MQSXl_X2+ta>2 2 Sp W)

Durch weitere Umformung erhilt man das Konfidenzintervall:

Konfidenzintervall fiir die Differenz der Mittelwerte normalverteilter Populationen mit unbekannten, aber
gleichen Varianzen

Wenn X; ~ N(p,0;)und X5 ~ N(u,y,0,) mit unbekannten, aber gleichen Varianzen o, = 0, dann ist das
Konfidenzintervall fiir die Mittelwertdifferenz 1, — p, zum Konfidenzniveau 1 — o gegeben durch:

v % gmtn.—24& [T +ng o % nytn,—24 M1 T Mg
Xy = Xy =t S [T X = Xy S [
Y ni+n,—2 G lnl + L)

Wenn [/;, [, ] ein Konfidenzintervall mit dem Niveau 1 — « fiir die Differenz der Mittelwerte j1; — p, ist, dann gilt

1778

oder alternativ:

M1 — Mo € [lza ls]

Interpretation des Konfidenzintervalls [I;, ] fiir gy — pio:

177s

« Wenn das Intervall vollsténdig negativ ist (I, < 0), dann gilt mit (1 — «) Konfidenz, dass p; < fi5

« Wenn das Intervall vollsténdig positiv ist (/; > 0), dann gilt mit (1 — «) Konfidenz, dass 111 > fi

» Wenn das Intervall die Null enthélt, gibt es keinen statistisch signifikanten Unterschied zwischen den Mittelwer-
ten

In den ersten beiden Féllen spricht man von statistisch signifikanten Unterschieden zwischen den Mittelwerten.

@ Beispiel

Vergleich der akademischen Leistungen zweier Schiilergruppen (10 bzw. 12 Schiiler) mit unterschiedlichen Lehr-
methoden:

X :4-6—-8-7—-7—6—-5—-2—-5-3
X5:8-9—-5-3-8-T7T—-8-6—-8—-7T—-5-T7

Unter der Annahme, dass beide Variablen dieselbe Varianz besitzen, ergibt sich

e X, =443 — 53und X, = 8547 — 6.75 Punkte,
. §2 = 428?532 391 und S = 448 6 752 = 2 6875 Punkte?.

. §2 = 10821+12.2.6875 _ 3 9175 Punkte?, und S, = 1.7937.

10+12—2
. tzg ma? o t%%z 5 ist der Wert der Student-t-Verteilung mit 20 Freiheitsgraden, der eine obere kumulierte

Wabhrscheinlichkeit von 0, 025 abbildet, und betrdgt ungefahr 2, 09.
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Das 95%-Konfidenzintervall fiir die Leistungsdifferenz betrégt:

10 +12
5.3 —6.75 4+ 2.086 - 1.7937 10+12 = —1.45 4+ 1.6021 = [—3.0521, 0.1521] Punkte.

Das heifit, die Differenz der durchschnittlichen Werte 1i; — 15 liegt mit einer Konfidenz von 95% zwischen —3.0521
und 0.1521 Punkten.

Angesichts dieses Intervalls kann man folgern, dass, da das Intervall sowohl positive als auch negative Werte enthélt
und somit auch die 0 einschlieBt, nicht festgestellt werden kann, dass eine der Mittelwerte grof3er ist als die andere.
Daher wird angenommen, dass sie gleich sind, und es kann nicht gesagt werden, dass es signifikante Unterschiede
zwischen den Gruppen gibt.

8.6.3 Konfidenzintervall fur die Differenz der Mittelwerte zweier normalverteilter
Populationen mit unbekannten und ungleichen Varianzen

Seien X; und X, zwei Zufallsvariablen, die folgende Annahmen erfiillen:

« Thre Verteilung ist normal: X; ~ N (py,0;) und Xy ~ N (g, 05).

« Thre Mittelwerte 1, 115 und Varianzen o2, o3 sind unbekannt, aber es gilt o3 # o73.

In diesem Fall folgt die Teststatistik einer t-Verteilung:
(X1 — X2) — (11 — po)

G2 02
51, 5
ny ]

~T(g),

wobei die Anzahl der Freiheitsgrade g = n, + ny — 2 — A betragt, mit

no—14§2  ni—1G2\2
< nq Sl T ng S2)
no—1 &4 n,—1 &4
T ST+ =55

A =

Daraus lassen sich die kritischen Werte der t-Verteilung —t9«v/2 und t9c/2 bestimmen, die folgende Bedingung
erfillen:

p _tg/2 < (Xl - Xz) — (B — po)

9 -1 _
= = gta/2 =1—oa.
S5t 53
U3 ny

Durch Umstellung erhilt man:
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l—a=P| - <(X1_X2>—(/~L1_M2)<tg

B B §2 G2 B B 52 G2
1

Somit ergibt sich das Konfidenzintervall fiir die Differenz der Mittelwerte:

Konfidenzintervall fiir die Differenz der Mittelwerte normalverteilter Populationen mit unbekannten und
ungleichen Varianzen

Wenn X, ~ N(uq,0q) und Xy ~ N(pusy,05) mit unbekannten und ungleichen Varianzen o, # o5, dann ist
das Konfidenzintervall fiir die Mittelwertdifferenz 14; — j1, zum Konfidenzniveau 1 — « gegeben durch:

o |§2 82 _ 52 52
X9 PP gy 2122
[Xl X =t e K K=t nJ

oder alternativ:

- S2 Sz
X —Xoxt7, n—1+n—2
1 2

Wie wir gesehen haben, gibt es zwei mogliche Konfidenzintervalle zur Schétzung der Mittelwertdifferenz: eines fiir
den Fall gleicher Populationsvarianzen und eines fiir ungleiche Varianzen.

Doch wenn die Populationsvarianzen unbekannt sind,
wie lédsst sich entscheiden, welches Intervall verwendet werden soll?

Die Antwort liefert das nachste Konfidenzintervall, das wir betrachten werden. Es ermdglicht die Schitzung des Vari-
2

anzverhéltnisses % und somit deren Vergleich.
1

Daher ist es notwendig, bevor man das Konfidenzintervall fiir den Mittelwertvergleich berechnet (wenn die Populati-
onsvarianzen unbekannt sind), zuerst das Konfidenzintervall fiir das Varianzverhiltnis zu bestimmen. Auf Grundlage
dieses Intervalls kann dann die geeignete Methode fiir den Mittelwertvergleich ausgewihlt werden.

8.6.4 Konfidenzintervall fiir das Verhaltnis von Varianzen

Seien X; und X, zwei Zufallsvariablen, die folgende Annahmen erfiillen:

« Thre Verteilung ist normal: X; ~ N(puy,0;) und Xy ~ N(pg,09).

« Thre Mittelwerte y,, 15 und Varianzen o2, o3 sind unbekannt.

In diesem Fall folgt die Teststatistik fiir Stichproben der Gr6en n; und n, einer F-Verteilung nach Fisher-Snedecor:
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2
— 5 ~X (ny —1) 72 2 G2
o7 ny—1 g1 09y
—1)52 -V T 52 &2 ’
(n2 > ) 2 o X2<n2 _ 1) o2 2 Sl
ag n;—1

Da die F-Verteilung nicht symmetrisch ist, werden zwei kritische Werte f"2~1m1~1q /2 und fre=tmi=11 — /2
verwendet, die jeweils untere Wahrscheinlichkeiten von «v/2 und 1 — a/2 begrenzen.

Verteilung F(n; -1, n,—1)

-~
X
~—
[V
c
0
e}
x
[=
S
e
[}
s}
-
Q
Q 1i=g
/2
I [
f ni—1,n,-1 f n{-1,n,-1
af2 1-a/2
F
Somit ergibt sich:
2 &2
. — o1 S. —1,n,—1
l—a=P| fi3,tm < A2 < praimt | =
( a2 0.% S% 1—a/2
_pf et St 0T npiim, 1S
- fa/2 G2 = 42 = fl—a/2 a2
Sy 03 S5

Daher lautet das Konfidenzintervall fiir den Vergleich von Varianzen zweier normalverteilter Populationen:

Konfidenzintervall fiir das Verhéltnis von Varianzen normalverteilter Populationen

Wenn X; ~ N(uq,0,)und Xy ~ N(pq,05), dann ist das Konfidenzintervall fiir das Varianzverhéltnis o, /oy
zum Konfidenzniveau 1 — « gegeben durch:

2 )
[}ﬂz;—l,nl—li an—/l,nl—li]
a/2 5277 1—a/2 52
SZ SZ

2
Das Verhiltnis der Varianzen % liegt mit einer Konfidenz von 1 — « im Intervall [I;, 1,].
2
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1778

2
NN
g3

Interpretation des Konfidenzintervalls [I;, [, ] fiir Z—i:
2
» Wenn alle Werte des Intervalls kleiner als 1 sind (I, < 1), kann geschlossen werden, dass o7 < 03
« Wenn alle Werte des Intervalls groBer als 1 sind (I; > 1), kann geschlossen werden, dass 0% > o3
* Wenn das Intervall sowohl Werte unter als auch iiber 1 enthilt (also 1 im Intervall liegt), kann keine Aussage
iiber die Grofenverhéltnisse der Varianzen gemacht werden. In diesem Fall wird normalerweise die Hypothese

gleicher Varianzen 0% = o3 angenommen.

@ Beispiel
Fortsetzung des Beispiels mit den Punktzahlen zweier Gruppen:

X, :4—6—-8-7—7—6-5—-2—5—3
X,:8-9—-5-3-8—-7—-8-6-8—7—5-7

Zur Berechnung des Konfidenzintervalls fiir das Varianzverhéltnis bei einem Konfidenzniveau von 95% gilt:

« X, = 5.3 Punkte und X, = 6.75 Punkte
+ S? = 3.5667 Punkte? und S3 = 2.9318 Punkte?
3.10’35 ~ 0.2787 (unterer kritischer F-Wert)

L9~ 3.9121 (oberer kritischer F-Wert)

Einsetzen in die Formel ergibt das Intervall:

0.27873'5667 39121 3.5667

. _— = . . 1 2.
2.9318’ 20318 [0.3391, 4.7591] Punkte

Das bedeutet, das Varianzverhiltnis %;1 liegt mit 95% Konfidenz zwischen 0, 3391 und 4, 7591.
2

Da das Intervall sowohl Werte unter als auch iiber 1 enthilt, kann keine signifikante Unterschiedlichkeit der Varianzen
angenommen werden. Fiir den Mittelwertvergleich wire daher das Verfahren mit der Annahme gleicher Varianzen zu
verwenden - genau die Methode, die wir bereits zuvor angewendet haben.

8.6.5 Konfidenzintervall fiir die Differenz von Proportionen

Um die Proportionen p; und p, von Individuen, die eine bestimmte Eigenschaft in zwei unabhéngigen Populationen
aufweisen, zu vergleichen, wird ihre Differenz p; — p, geschétzt.

Wenn aus jeder Population eine Stichprobe mit den Umféngen n, und n, gezogen wird, folgen die Variablen, die die
Anzahl der Individuen mit der Eigenschaft in jeder Stichprobe messen, den Verteilungen

X1NB<n17pl) y XZNB<n27p2>

Wenn die Stichprobenumfénge groB sind (tatséchlich reicht es aus, dass np; > 5, n,(1 —py) > 5, nypy > 5 und
ny(1 — py) > 5 erfiillt sind), sichert der zentrale Grenzwertsatz, dass X und X, Normalverteilungen folgen

Xy~ N(n1p17 n1p1(1 _pl)) und X, ~ N(”zpza n2p2(1 —p2)),
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und die Stichprobenproportionen

R X p(1—p . X po(1—p
p1:_1NN<p17 —1< 1>) und p2:n—2~N(p2, —2( 2)

ny ny 2 L)

Aus den Stichprobenproportionen wird der Referenzschitzer konstruiert

. pi(l—p pa(l—p
pl—p2~N<p1—p2,\/ il 1>+ 2( 2>)
n o

Durch Standardisierung werden Werte —z, » und z,, 5 gesucht, die erfiillen

pz) (p1 pz)
P a/Q_\/p(l’p) p2(1-py)
1 1 _l_ 2 2

Ny

Sza/g =1—oq.

Und durch Riickgéngigmachen der Standardisierung ergibt sich

l—a=P Zay2 < —Pa) — (p1 —po) < Zo
(1 (1
\/pl —p1) | P2(1=py)

o

n L)

=P —Za/z\/pl(l_p1> p 2P () < za/z\/pl(l_pl) +p2<1_p2)>

n, Ny
Somit ist das Konfidenzintervall fiir die Differenz der Proportionen

Konfidenzintervall fiir die Differenz von Proportionen

Wenn X; ~ B(nq,p;) und Xy ~ B(ny, py), mitnyp; > 5,n,(1 —p;) > 5, ngpy > 5und ny(1 — py) > 5,
dann ist das Konfidenzintervall fiir die Differenz der Proportionen p; — p, mit dem Konfidenzniveau 1 — «

o pi(1—py)  Po(1—p
pl_pzizam\/a D, Pa(l—Py)

n, Ny

. . p(l—p po(l—p . - p(l—p pa(l—p
_p pl_pQ_za/z\/ 11-p1) | o ggpl_pﬁpl_ngza/z\/ 11=p1) | Pl —py)

@ Beispiel

Angenommen, es sollen die Proportionen oder Prozentsdtze der bestandenen Priifungen in zwei Gruppen ver-
glichen werden, die unterschiedliche Methoden verfolgt haben. In der ersten Gruppe haben 24 von 40 Schiilern
bestanden, wéhrend in der zweiten Gruppe 48 von 60 Schiilern bestanden haben.

Um das Konfidenzintervall fiir die Differenz der Proportionen mit einem Konfidenzniveau von 95% zu berech-
nen, gilt:

* py =24/40 = 0.6 und
* Py, = 48/60 = 0.8, sodass die Hypothesen
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- ny(l—p;) =40(1—-0.6) =26 > 5,

— NyPy = 60-0.8 =48 > 5und

- ny(l —py) = 60(1 —0.8) = 12 > 5 erfiillt sind.
* Zaj2 = Z0.025 = 1.96.

Durch Einsetzen in die Formel des Intervalls ergibt sich

0.6(1 —0.6 0.8(1 —0.8
0.6 —0.8+ 1.96\/ ( ) + ( ) =—0.240.17 = [-0.37, —0.03].
40 60
Da das Intervall negativ ist, gilt p; —p, < 0 = p; < p,, und es kann geschlossen werden, dass es signifikante

Unterschiede in den Bestehensquoten gibt.
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9 Parametrische Hypothesentests

9.1 Statistische Hypothese und Arten von Tests

In vielen statistischen Studien besteht das Ziel eher darin, die Richtigkeit einer {iber die untersuchte Population aufge-
stellten Hypothese zu iiberpriifen, als den Wert eines unbekannten Parameters in der Population zu schitzen.

Der Forscher hat aufgrund seiner Erfahrung oder fritherer Studien oft Vermutungen iiber die untersuchte Population,
die er in Form von Hypothesen formuliert.

Definition “Statistische Hypothese”

Eine statistische Hypothese ist jede Aussage oder Vermutung, die die Verteilung einer oder mehrerer Variablen
in der Population ganz oder teilweise bestimmt.

e Beispiel

Um die akademische Leistung einer Studierendengruppe in einem bestimmten Fach zu iiberpriifen, konnten wir
die Hypothese aufstellen, ob die Bestehensquote iiber 50% liegt.

9.1.1 Hypothesentest

Im Allgemeinen wird man nie mit absoluter Sicherheit wissen, ob eine statistische Hypothese wahr oder falsch ist, da
hierfiir alle Individuen der Population untersucht werden miissten.

Um die Richtigkeit oder Falschheit dieser Hypothesen zu iiberpriifen, miissen sie mit den empirischen Ergebnissen der
Stichproben verglichen werden. Wenn die beobachteten Ergebnisse der Stichproben — innerhalb der durch den Zufall
bedingten Fehlertoleranz — mit dem iibereinstimmen, was bei Giiltigkeit der Hypothese zu erwarten wire, wird die
Hypothese als wahr akzeptiert. Andernfalls wird sie als falsch verworfen, und es werden neue Hypothesen gesucht,
die die beobachteten Daten erkldren kdnnen.

Da Stichproben zufillig gezogen werden, wird die Entscheidung, eine statistische Hypothese anzunehmen oder abzu-
lehnen, auf probabilistischer Basis getroffen.

Die Methodik, die sich mit der Uberpriifung der Richtigkeit statistischer Hypothesen befasst, wird als Hypothesentest
bezeichnet.

9.1.2 Arten von Hypothesentests

+ Anpassungstests (Goodness-of-Fit-Tests): Ziel ist die Uberpriifung einer Hypothese iiber die Verteilungsform
der Population. Beispiel: Testen, ob die Noten einer Schiilergruppe einer Normalverteilung folgen.

* Vertriglichkeitstests (Konformititstests): Ziel ist die Uberpriifung einer Hypothese iiber einen Parameter der
Population. Beispiel: Testen, ob der Notendurchschnitt einer Schiilergruppe gleich 2 ist.

* Homogenititstests: Ziel ist der Vergleich zweier Populationen hinsichtlich bestimmter Parameter. Beispiel:
Testen, ob die Leistung zweier Schiilergruppen gleich ist, indem ihre Durchschnittsnoten verglichen werden.
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« Unabhingigkeitstests: Ziel ist die Uberpriifung, ob ein Zusammenhang zwischen zwei Variablen der Population
besteht. Beispiel: Testen, ob ein Zusammenhang zwischen den Noten zweier unterschiedlicher Facher besteht.

Wenn Hypothesen iiber Parameter der Population aufgestellt werden, spricht man auch von parametrischen Tests.

9.1.3 Nullhypothese und Alternativhypothese

In den meisten Féllen geht es bei einem Hypothesentest darum, eine Entscheidung zwischen zwei gegensitzlichen
Hypothesen zu treffen:

* Nullhypothese: Dies ist die konservative Hypothese, die beibehalten wird, solange die Stichprobendaten ihre
Falschheit nicht eindeutig belegen. Sie wird als H, bezeichnet.

 Alternativhypothese: Sie stellt die Verneinung der Nullhypothese dar und entspricht in der Regel der Aussage,
die nachgewiesen werden soll. Sie wird als /1, bezeichnet.

Die Wahl beider Hypothesen folgt dem Prinzip der wissenschaftlichen Einfachheit (Ockhams Rasiermesser):

“Ein einfaches Modell sollte nur dann durch ein komplexeres ersetzt werden, wenn es starke Beweise fiir
das komplexere Modell gibt.”

Ein Beispiel aus der Rechtsprechung: Wenn ein Richter entscheiden muss, ob ein Angeklagter schuldig oder unschuldig
ist, sollten die Hypothesen wie folgt lauten:

H : Unschuldig
H, : Schuldig
Denn Unschuld wird angenommen, wihrend Schuld bewiesen werden muss.

Entsprechend wiirde der Richter die Alternativhypothese nur dann akzeptieren, wenn es signifikante Beweise fiir die
Schuld des Angeklagten gibt.

Der Forscher tibernimmt in diesem Vergleich die Rolle des Anklégers, da sein Ziel darin besteht, die Nullhypothese

zu widerlegen — also die Schuld des Angeklagten nachzuweisen.

O Achtung

Diese Methodik begiinstigt immer die Nullhypothese!

9.1.4 Parametrische Hypothesentests
Bei vielen Tests, insbesondere bei Konformitéts- und Homogenitétstests, beziehen sich die Hypothesen auf unbekannte
Parameter der Grundgesamtheit wie den Mittelwert, die Varianz oder einen Anteilswert.

In diesem Fall weist die Nullhypothese dem Parameter stets einen konkreten Wert zu, wihrend die Alternativhypothese
meist eine offene Aussage darstellt, die zwar der Nullhypothese widerspricht, aber keinen festen Wert fiir den Parameter
vorgibt.

Daraus ergeben sich drei Arten von Tests:

Zweiseitig Einsitig (links) Einseitig (rechts)
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@ Beispiel

Angenommen, es besteht der Verdacht, dass in einer Population weniger Manner als Frauen vorhanden sind.
Welche Art von Test sollte durchgefiihrt werden, um diesen Verdacht zu bestitigen oder zu widerlegen?

* Der Verdacht bezieht sich auf den Anteilswert p der Ménner in der Population, es handelt sich also um
einen parametrischen Test.

* Das Ziel ist die Uberpriifung des Werts von p, daher handelt es sich um einen Konformititstest. In der
Nullhypothese wird p auf 0.5 festgesetzt, da gemil den Gesetzen der Genetik in der Population gleich
viele Manner wie Frauen zu erwarten wéren.

* SchlieBlich besteht der Verdacht, dass der Méanneranteil geringer ist als der Frauenanteil, daher lautet die
Alternativhypothese p < 0.5.

Somit sollte folgender Test durchgefiihrt werden:

Hy:p=0,5
H,:p<0,5

9.2 Methodik zur Durchfiihrung eines Hypothesentests

9.2.1 Teststatistik

Die Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese hédngt letztlich von den Beobachtungen in der Stichprobe ab.

Die Entscheidung wird basierend auf dem Wert einer Stichprobenstatistik getroffen, die mit dem zu testenden Parame-
ter oder Merkmal in Zusammenhang steht. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Statistik muss unter der Annah-
me der Nullhypothese und bei festgelegtem Stichprobenumfang bekannt sein. Diese Statistik wird als Teststatistik
bezeichnet.

Fiir jede Stichprobe liefert die Teststatistik eine Schitzung, auf deren Grundlage die Entscheidung getroffen wird:
Wenn die Schitzung zu stark vom unter [, erwarteten Wert abweicht, wird die Nullhypothese verworfen, andernfalls
wird sie beibehalten.

Die zugrundeliegende Logik folgt dem Prinzip, die Nullhypothese beizubehalten, es sei denn, die Stichprobe liefert
eindeutige Beweise gegen sie. In Analogie zum Gerichtsverfahren wiirde dies bedeuten, die Unschuldsvermutung
aufrechtzuerhalten, solange keine klaren Schuldbeweise vorliegen.

@ Beispiel
Kehren wir zum Beispiel des Tests iiber den Méanneranteil in einer Population zuriick:

Hy:p=0,5
H, :p<0,5

Wenn fiir den Test eine Zufallsstichprobe von 10 Personen gezogen wird, kdnnte die Anzahl der Ménner in der
Stichprobe X als Teststatistik gewéhlt werden.

Unter der Annahme, dass die Nullhypothese zutrifft, folgt die Teststatistik einer Binomialverteilung X ~
B(10, 0.5), sodass die erwartete Anzahl von Méannern in der Stichprobe 5 betrigt.

Daher ist es logisch, die Nullhypothese zu akzeptieren, wenn die Stichprobe eine Anzahl von Ménnern in der
Néhe von 5 ergibt, und sie zu verwerfen, wenn die Anzahl deutlich unter 5 liegt.

Doch wo genau sollte die Grenze zwischen den X-Werten gezogen werden, die zur Annahme bzw. zur Ablehnung
fiihren?
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9.2.2 Annahme- und Ablehnungsbereich

Nach Auswabhl der Teststatistik gilt es festzulegen, fiir welche Werte dieser Statistik die Nullhypothese angenommen
bzw. verworfen wird. Dadurch wird der Wertebereich der Statistik in zwei Regionen unterteilt:

* Annahmebereich: Die Menge der Werte der Teststatistik, fiir die die Nullhypothese angenommen wird.
» Ablehnungsbereich: Die Menge der Werte der Teststatistik, fiir die die Nullhypothese verworfen und folglich
die Alternativhypothese angenommen wird.

Abhingig von der Art des Tests (einseitig/zweiseitig) befindet sich der Ablehnungsbereich entweder links, rechts oder
auf beiden Seiten des unter der Nullhypothese erwarteten Werts der Teststatistik.

» Zweiseitiger Hypothesentest

H,: 0+#46,
Ablehnungsbereich Annahmebereich Ablehnungsbereich
0o
* Einseitiger Test (linksseitig)
H 0 : 9 — 90
H 1 : 9 < 90
Ablehnungsbereich Annahmebereich
- |
b0
* Einseitiger Test (rechtsseitig)
H 1 : 9 > 90
Annahmebereich Ablehnungsbereich
| —

to

@ Beispiel
Im fortgesetzten Beispiel des Hypothesentests zum Bevolkerungsanteil von Mannern

HO :p - 0, 5

H,:p<0,5
folgt die Teststatistik bei giiltiger Nullhypothese einer B(10, 0.5)-Verteilung. IThr Wertebereich reicht somit von
0 bis 10 bei einem Erwartungswert von 5. Da ein linksseitiger Test vorliegt (H; : p < 0, 5), konzentriert sich
der Ablehnungsbereich auf die Werte deutlich unter 5. Die entscheidende Frage bleibt jedoch:
An welchem kritischen Wert soll die Trennlinie zwischen Annahme und Verwerfung der Nullhypothese festgelegt

werden?
Ablehnungsbereich Annahmebereich

0 1 7 3 4 ) 6 7 8 9 10
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9.2.3 Fehler bei einem Hypothesentest
Wir haben gesehen, dass ein Hypothesentest auf einer Entscheidungsregel basiert, die je nach Wert der Teststatistik
die Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese ermoglicht.

Letztlich fiihrt der Test zu einer Entscheidung geméal dieser Regel. Das Problem ist, dass man niemals mit absoluter
Sicherheit weil3, ob eine Hypothese wahr oder falsch ist. Daher besteht bei jeder Entscheidung - ob Annahme oder
Ablehnung - die Moglichkeit eines Fehlers.

Bei einem Hypothesentest konnen zwei Arten von Fehlern auftreten:

* Fehler 1. Art (a-Fehler): Tritt auf, wenn die Nullhypothese abgelehnt wird, obwohl sie wahr ist.
* Fehler 2. Art (3-Fehler): Tritt auf, wenn die Nullhypothese angenommen wird, obwohl sie falsch ist.

Entscheidung H, gilt H, gilt
H,, annehmen Fehler 2. Art (3)
H,, ablehnen Fehler 1. Art ()

9.2.4 Fehlerrisiko von Hypothesentests
Die Risiken der beiden Fehlerarten werden durch Wahrscheinlichkeiten quantifiziert:

Definition “Alpha- und Betarisiko”

Bei einem Hypothesentest wird das a-Risiko definiert als die maximale Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 1. Art
zu begehen, d.h.
P(Ablehnung H,|H,) < «,

und das §-Risiko als die maximale Wahrscheinlichkeit, einen Fehler 2. Art zu begehen, also

P(Annahme Hy|H,) < .

O Vorsicht

Da diese Methodik grundsétzlich die Nullhypothese begiinstigt, gilt der Fehler 1. Art als gravierender als der
Fehler 2. Art. Daher wird das a-Risiko iiblicherweise auf niedrige Werte von 0, 1, 0,05 oder 0,01 festgelegt,
wobei 0, 05 der gebrauchlichste Wert ist.

Bei der Interpretation des a-Risikos ist Vorsicht geboten, da es sich um eine bedingte Wahrscheinlichkeit unter der
Annahme handelt, dass die Nullhypothese wahr ist. Wenn man die Nullhypothese mit einem «-Risiko von 0, 05 ver-
wirft, ist die Aussage “in 5 von 100 Féllen liegen wir falsch” nur dann korrekt, wenn die Nullhypothese tatséchlich
immer wahr wire.

Ebenso wenig sinnvoll ist es, nach einer konkreten Testentscheidung von der “Wahrscheinlichkeit eines Fehlers” zu
sprechen - denn fiir die getroffene Entscheidung gilt:

* Entweder man hat richtig entschieden (Fehlerwahrscheinlichkeit 0)
* oder falsch (Fehlerwahrscheinlichkeit 1).
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9.2.5 Festlegung von Annahme- und Ablehnungsbereich basierend auf dem «-Risiko

Nach Festlegung des tolerierbaren a-Risikos konnen die Regionen fiir Annahme und Ablehnung der Nullhypothese
so bestimmt werden, dass die kumulierte Wahrscheinlichkeit des Ablehnungsbereichs unter der Annahme der Nullhy-
pothese genau o betrégt.

Regionen eines zweiseitigen Hypothesentests Regionen eines rechtsseitigen Hypothesentests
/2 a/ a
N T N T T
=6q/2 5] Ba/2 5] By
Ablehnung Annahme Ablehnung Annahme Ablehnung

@ Beispiel: Fortsetzung des Tests zum Ménneranteil in einer Population

Wird die Nullhypothese verworfen, wenn hdchstens 2 Ménner in der Stichprobe sind, ergibt sich unter X ~
B(10,0.5) eine Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art von:

P(X <2) = £(0) + f(1) + £(2) = 0.0010 + 0.0098 -+ 0.0439 = 0.0547.

Wenn die maximal tolerierbare Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art auf o = 0, 05 festgelegt ist, flir welche
Werte der Teststatistik darf dann die Nullhypothese verworfen werden?

P(X < 1) = £(0) + f(1) = 0.0010 + 0.0098 = 0.0107.

Das bedeutet, die Nullhypothese konnte nur verworfen werden, wenn die Stichprobe 0 oder 1 Mann enthlt.
Ablehnungsbereich Annahmebereich

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

9.2.6 Betarisiko und EffektgroBe

Obwohl der Fehler 2. Art weniger gravierend erscheinen mag, ist es dennoch wiinschenswert, das 3-Risiko gering zu
halten. Andernfalls wird es schwierig sein, die Nullhypothese zu verwerfen (was meist das Ziel ist), selbst wenn es
deutliche Anzeichen fiir ihre Falschheit gibt.

Das Problem bei parametrischen Tests besteht darin, dass die Alternativhypothese eine offene Hypothese ist, die keinen
festen Wert fiir den zu testenden Parameter vorgibt. Um das 3-Risiko berechnen zu kénnen, muss daher ein spezifischer
Parameterwert angenommen werden.

Ublicherweise wird der Parameterwert auf die kleinste praktisch oder klinisch relevante Differenz festgelegt. Diese
minimal als bedeutsam erachtete Differenz wird als Effektgrofie bezeichnet und mit § (Delta) symbolisiert.
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9.2.7 Teststarke (Power) eines Hypothesentests
Da das Forschungsziel meist in der Ablehnung der Nullhypothese besteht, ist oft besonders interessant, wie gut ein Test
in der Lage ist, die Falschheit der Nullhypothese zu erkennen, wenn tatsdchlich eine Differenz groBer als § zwischen

dem wahren Parameterwert und dem unter der Nullhypothese angenommenen Wert besteht.

Definition “Teststérke (Power)”

Die Teststarke (Power) eines Hypothesentests ist definiert als
Teststirke = P(Ablehnung H,|H,) = 1 — P(Annahme H,|H,) = 1 — f.

Somit fiihrt eine Verringerung des [5-Risikos zu einer Erh6hung der Teststéirke.

Ein Test mit geringer Power ist meist wenig aussagekréftig, da er die Nullhypothese selbst dann nicht verwerfen kann,
wenn es deutliche gegen sie sprechende Evidenzen gibt.

9.2.8 Berechnung des Betarisikos und der Teststarke 1 — (3

Angenommen, beim Test des Méanneranteils wird eine Abweichung von weniger als 10% vom Wert der Nullhypothese
als nicht signifikant betrachtet, d.h. § = 0.1.

Dies ermdglicht die Festlegung der Alternativhypothese:

Hy : p=0,5—0,1=0,4.

Unter der Annahme, dass diese Hypothese zutrifft, folgt die Teststatistik einer Binomialverteilung X ~
B(10,,0.4).

In diesem Fall betrégt das p-Risiko fiir die zuvor definierten Annahme- und Ablehnungsbereiche:
B = P(Annahme Hy|H,) = P(X >2)=1—P(X <2)=1-0,0464 = 0, 9536.
Wie zu erkennen ist, handelt es sich um ein sehr hohes §-Risiko, sodass die Teststirke nur:
1—p5=1-0,9536 = 0,0464

betrigt. Dies zeigt, dass dieser Test ungeeignet wire, um Unterschiede von 10% im Parameterwert zu erkennen.

9.2.9 Zusammenhang zwischen [-Risiko und EffektgroBe ¢

Das (3-Risiko hingt direkt von der minimalen Differenz 9 ab, die im Vergleich zum unter der Nullhypothese angenom-
menen Parameterwert erkannt werden soll.

@ Beispiel

Wenn beim Test des Ménneranteils eine Abweichung von mindestens 20% vom Wert der Nullhypothese erkannt
werden soll, also § = 0.2, dann wiirde die Alternativhypothese auf

Hy:p=05-02=0.3

festgelegt werden.
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Zusammenhang zwischen B-Risiko und EffektgréRe o Zusammenhang zwischen B-Risiko und EffektgréRe o
Ho: 8=6, Hy: 8=6,+0 Ho: 8=6, Hy: 8=6,+0
B «a B a
Annahmebereich Ablehnungsbereich Annahmebereich Ablehnungsbereich
T T T T
6y 6 +0 6y 6 +0
€} €]

Unter dieser Annahme folgt die Teststatistik einer Binomialverteilung X ~ B(10,,0.3).
In diesem Fall betrdgt das 5-Risiko fiir die zuvor definierten Annahme- und Ablehnungsbereiche:

B = P(Annahme Hy|H,) = P(X >2)=1—P(X <2)=1-0,1493 = 0,8507
sodass das [3-Risiko sinkt und die Teststdrke steigt:

1—3=1-0,8507 =0, 1493

wobei der Test damit immer noch eine geringe Power aufweist.

9.2.10 Beziehung zwischen a- und [-Fehlern

Die Fehlerwahrscheinlichkeiten «c und /3 stehen in einem Spannungsverhéltnis: Wenn die eine steigt, sinkt in der Regel
die andere — und umgekehrt.

Zusammenhang zwischen a und p-Fehlern Zusammenhang zwischen a und -Fehlern
Ho: 6=6, Hi: 6=6,+d Ho: =6, Hi: 6=6,+0
B a B a
Annahmebereich Ablehnungsbereich Annahmebereich Ablehnungsbereich
T I T I
6o 6+ 6o 6+
0 0

e Beispiel

Wenn beim Test des Ménneranteils ein Risiko von o = 0.1 festgelegt wird, dann wire der Ablehnungsbereich
X < 2, da unter der Annahme der Nullhypothese X ~ B(10,0.5) gilt und

P(X <2)=0.0547 < 0.1 = o
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Fiir eine minimale Differenz von § = 0.1 und unter Annahme der Alternativhypothese X ~ B(10,0.4) betrigt
das -Risiko dann:

B = P(Annahme Hy|H,) = P(X >3)=1— P(X < 3) =1—0,1673 = 0,8327

sodass die Teststdrke nun auf

1—B=1-0,8327 =0, 1673

angestiegen ist.

9.2.11 Zusammenhang zwischen Fehlerrisiken und Stichprobenumfang

Die Fehlerrisiken hangen ebenfalls vom Stichprobenumfang ab, denn mit zunehmender Stichprobengrofle verringert
sich die Streuung der Teststatistik und damit auch die Fehlerrisiken.

Fehlerrisiken bei kleinen Stichproben Fehlerrisiken bei grof3en Stichproben
Ho: 8=6, Hy: 8=6,+3 Ho: 8=6 Hi: 8=6,+3
B «a
Annahmebereich Ablehnungsbereich Annahmebereich Ablehnungsbereich
T T T T
6o 6p+0 6o 60 +0
0 0

@ Beispiel

Wenn fiir den Test des Ménneranteils eine Stichprobe des Umfangs 100 (statt 10) verwendet worden wére, wiirde
die Teststatistik unter Giiltigkeit der Nullhypothese einer Binomialverteilung B(100, 0.5) folgen. In diesem Fall
wire der Ablehnungsbereich X < 41, da

P(X <41)=0,0443 < 0,05 = «.
Fiir 6 = 0.1 und unter Annahme der Alternativhypothese X ~ B(100, ,0.4) wiirde das 3-Risiko dann
f = P(Annahme H,|H,) = P(X > 42) = 0.3775
betragen, und die Teststirke hitte sich deutlich erhoht auf

1—B=1-0,3775 = 0, 6225.

Dieser Test wire wesentlich besser geeignet, um eine Abweichung von mindestens 10% vom unter der Nullhy-
pothese angenommenen Parameterwert zu erkennen.
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9.3 Power-Kurve

Die Teststarke (Power) eines Hypothesentests hingt vom unter der Alternativhypothese angenommenen Parameterwert
ab und ist somit eine Funktion dieses Parameters:

Power(z) = P(Ablehnung H;|0 = z).
Diese Funktion gibt die Wahrscheinlichkeit an, die Nullhypothese fiir jeden moglichen Parameterwert zu verwerfen
und wird als Power-Kurve oder Trennschéirfekurve bezeichnet.

Wenn der genaue Parameterwert der Alternativhypothese nicht festgelegt werden kann, ist die Darstellung dieser Kurve
besonders niitzlich, um die Giite des Tests bei Nicht-Ablehnung der Nullhypothese zu beurteilen. Ebenso hilfreich ist
sie, wenn nur eine begrenzte Stichprobengrofie verfiigbar ist, um die Sinnhaftigkeit der Untersuchung einzuschéatzen.

Die Qualitit eines Tests ist umso hoher, je grofer die Fliche unter der Power-Kurve ist.

e Beispiel
Die zugehorige Power-Kurve des Tests zur Priifung des Méanneranteils in der Bevolkerung ist die folgende:
Power-Kurven fur a= 0,05
1.0 n=10
n =100
0.8
. 0.6
[}
=
©
o
0.4 —
0.2
0.0
I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
tatsachlicher Anteil

9.3.1 Der p-Wert eines Hypothesentests

Grundsitzlich wird die Nullhypothese verworfen, wenn die Schitzung der Teststatistik in den Ablehnungsbereich fallt.
Jedoch haben wir deutlich mehr Vertrauen in die Ablehnung, wenn die Schétzung weit vom Annahmebereich entfernt
liegt, als wenn sie nahe an der Grenze zwischen Annahme- und Ablehnungsbereich liegt.
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Aus diesem Grund wird bei der Durchfiihrung eines Tests zusétzlich die Wahrscheinlichkeit berechnet, mit der eine
Abweichung auftritt, die mindestens so grof3 ist wie die beobachtete Differenz zwischen der Schétzung der Teststatistik
und ihrem erwarteten Wert gemaf der Nullhypothese.

Definition “p-Wert”

In einem Hypothesentest wird fiir jede Schétzung z, der Teststatistik X - abhidngig von der Art des Tests - der
p-Wert definiert als:

zweiseitiger Test : 2P(X > xy|H,)
einseitiger Test (links) :  P(X < x4|H,)
einseitiger Test (links) :  P(X > x4|H,)
In gewisser Weise driickt der p-Wert das Vertrauen in die Entscheidung aus, die Nullhypothese abzulehnen. Je ndher

der p-Wert bei 1 liegt, desto grofler ist das Vertrauen in die Annahme der Nullhypothese, und je néher er bei 0 liegt,
desto grofer ist das Vertrauen in ihre Ablehnung.

9.3.2 Entscheidungsregel eines Tests
Nach Festlegung des Risikos a kann die Entscheidungsregel fiir einen Test auch wie folgt formuliert werden:
Entscheidungsregel

Wennp < o — Ablehnung von H,
Wennp > a — Annehmen von H,,.

Somit gibt der p-Wert Auskunft dariiber, bei welchen Signifikanzniveaus die Nullhypothese verworfen werden kann
und bei welchen nicht.

@ Beispiel

Wenn beim Test des Méanneranteils eine Stichprobe der Grofie 10 gezogen wird und 1 Mann beobachtet wird,
dann betragt der p-Wert unter Annahme der Nullhypothese X ~ B(10,,0.5):

p=P(X <1)=0,0107

wihrend bei einer Beobachtung von 0 Ménnern der p-Wert:

p=P(X <0)=0,001

betrigt. Im ersten Fall wiirde die Nullhypothese fiir ein Risiko @ = 0.05 verworfen werden, aber nicht fiir
a = 0.01, wihrend sie im zweiten Fall auch fiir « = 0.01 verworfen wiirde. Offensichtlich wiirde im zweiten
Fall die Entscheidung zur Ablehnung der Nullhypothese mit groferer Sicherheit getroffen werden.

9.3.3 Vorgehensweise bei der Durchfiihrung eines Hypothesentests

Formulierung der Nullhypothese /, und Alternativhypothese H
Festlegung der gewiinschten Risiken v und 3

Auswahl der geeigneten Teststatistik

Bestimmung der klinisch relevanten Mindestdifferenz (EffektgrofBe) o
Berechnung des erforderlichen Stichprobenumfangs n

Abgrenzung von Annahme- und Ablehnungsbereich

AN .
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7. Ziehung einer Stichprobe des Umfangs n

Berechnung der Teststatistik fiir die Stichprobe

9. Ablehnung der Nullhypothese, wenn der Schétzwert in den Ablehnungsbereich féllt oder der p-Wert kleiner als
« ist; andernfalls Beibehaltung der Nullhypothese

o

9.4 Wichtigste parametrische Tests

Anpassungstests (Goodness-of-Fit-Tests):

* Test fiir den Mittelwert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz

* Test fiir den Mittelwert einer Normalverteilung mit unbekannter Varianz

* Test fiir den Mittelwert einer Population mit unbekannter Varianz bei gro3en Stichproben
* Test fiir die Varianz einer normalverteilten Population

* Test fiir einen Anteilswert in einer Population

Homogenitiitstests:

* Vergleichstest fiir Mittelwerte zweier Normalverteilungen mit bekannten Varianzen

» Vergleichstest fiir Mittelwerte zweier Normalverteilungen mit unbekannten, aber gleichen Varianzen
* Vergleichstest fiir Mittelwerte zweier Normalverteilungen mit unbekannten und ungleichen Varianzen
» Vergleichstest fiir Varianzen zweier Normalverteilungen

* Vergleichstest fiir Anteilswerte zweier Populationen

9.5 Test fiir den Mittelwert einer Normalverteilung mit bekannter Varianz

Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit folgenden Eigenschaften:

* Normalverteilung X ~ N (u,0)

« Unbekannter Mittelwert i, aber bekannte Varianz o2

Testproblem:

Hy = = pg
Hy s pg

Teststatistik:

T — fg

QZNN(MO,%>:>Z: o~ N,

Annahmebereich: z, , < Z < z_, ),

Ablehnungsbereich: Z < z,, , oder Z > z,_, 9
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9.6 Test fiir den Mittelwert einer normalverteilten Grundgesamtheit mit
unbekannter Varianz

Sei X eine Zufallsvariable, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

« Thre Verteilung ist normal X ~ N (u, o).
« Sowohl ihr Mittelwert ;. als auch ihre Varianz o2 sind unbekannt.

Testproblem:

Hy = o= pg
Hy s p# g

Teststatistik: Unter Verwendung der Stichprobenvarianz als Schétzer der Populationsvarianz ergibt sich

a:NN(uO,%) ;»T:“;/_\/‘;_f ~T(n—1).

Annahmebereich: " 1o /2 < T < t" 11— a/2.
Ablehnungsbereich: 7 < t" 'a/2und T' > t" 11 — a/2.

@ Beispiel

In einer Gruppe von Studierenden soll getestet werden, ob die durchschnittliche Note in Statistik hoher als 5
Punkte ist. Dazu wird die folgende Stichprobe entnommen:

6,3—5,4—41-50—-8,2—-7,6—6,4—5,6—-4,3—5,2
Der formulierte Test lautet:
Hy: p=5 Hy:p>5
Fiir die Durchfiihrung des Test ergibt sich:

K1

_ 6.3+~(-)+5.2 = 581 _ 5 81 Punkte.

1 10
2 — (030874525817 _ 15949 — 1 772] Punkte?, und § = 1.3312 Punkte.

W)

Die Teststatistik betrigt

Z—p,  5,81—5
T="2 - — 1, 9246.
8/vn  1,3312/3/10
Der p-Wert des Tests ist P(7'(9) > 1,9246) = 0, 04323, was bedeutet, dass die Nullhypothese fiir « = 0.05
abgelehnt wiirde.
Der Ablehnungsbereich ist

P —5 1,3312
T=— 2 >4, =18331<7>5+1,8331=
1,3312//10 ’ V10

sodass die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn der Stichprobenmittelwert grofer als 5, 7717 ist, andernfalls
wird sie angenommen.

Unter der Annahme, dass in der Praxis ein minimaler wichtiger Unterschied in der Durchschnittsnote ein Punkt
0 = 1 wire, dann unter der Alternativhypothese H; : © = 6, wenn die Nullhypothese abgelehnt wiirde, wére
das Risiko /3

= 5, 7717
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5, 7717 —6
=P (T(9) < 7—)

1,3312v/10
sodass die Teststirke zur Erkennung einer Differenz von § = 1 Punkt 1 — § =1 — 0, 3004 = 0, 6996 betrégt.

= P(T(9) < —0,5424) = 0, 3004

9.6.1 Bestimmung des Stichprobenumfangs fiir einen Test des Mittelwerts

Es wurde gezeigt, dass fiir ein Risiko v der Ablehnungsbereich
T=2"H0 syl o p o firn > 30.

oder dquivalent

Wenn die Effektgrofe ¢ betrégt, ergibt sich fiir eine Alternativhypothese H; : 1 = p1 + 0 das Risiko 5 zu

42, — +90 TP
,6:13(2<“° tays (ko )>:P(Z<1+>.

S

/n

NG

sodass

Zl*ain —0 5 32 22
Z’B o if &= <21*0‘ 25)% <> n= (Zlfa Z,B) ﬁ = (Za + 2/3)2?.
N

e Beispiel

Im vorherigen Beispiel wurde gezeigt, dass die Teststdrke zur Erkennung einer Differenz in der Durchschnitts-
note von 1 Punkt bei 69, 96 lag.

Um die Teststirke auf 90 zu erhohen, wie viele Schiiler miissten in die Stichprobe aufgenommen werden?

Da eine Teststirke von 1 — 8 = 0,9 gewlinscht ist, betrdgt das Risiko 5 = 0.1 und aus der Tabelle der
Standardnormalverteilung ergibt sich z5 = z, ; = 1, 2816.

Unter Anwendung der obigen Formel zur Bestimmung des erforderlichen Stichprobenumfangs ergibt sich

52 1,7721

n=(z, + zﬁﬁ = (1,6449 + 1,2816)> E

= 15,18,

sodass mindestens 16 Schiiler hitten untersucht werden miissen.

9.7 Test fiir den Mittelwert einer Grundgesamtheit mit unbekannter Varianz
und groBen Stichproben

Sei X eine Zufallsvariable, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

* Thre Verteilung kann beliebig sein.
« Sowohl ihr Mittelwert 4 als auch ihre Varianz o2 sind unbekannt.
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Testproblem:

Teststatistik: Unter Verwendung der Stichprobenvarianz als Schitzer der Populationsvarianz und dank des zentralen
Grenzwertsatzes (da grof3e Stichproben n > 30 vorliegen) gilt:

x~N(u0,%>:>Z— S/\/_ 0« N(0,1).

Annahmebereich: —z, » < Z <z, 5.
Ablehnungsbereich: Z < —z, 5y Z 2> 2, 5.

9.8 Test fiir die Varianz einer normalverteilten Grundgesamtheit

Sei X eine Zufallsvariable, die folgende Annahmen erfiillt:

* Thre Verteilung ist normal
« Sowohl ihr Mittelwert ;. als auch ihre Varianz o2 sind unbekannt

Testproblem:

R
Hy:0%=o0j
o 4 o7

Teststatistik: Ausgehend von der Stichprobenvarianz als Schétzer fiir die Populationsvarianz gilt:

~nS?  (n—1)5? 5
J— 0_(2) 0_(2] NX(n_1)7

die einer Chi-Quadrat-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden folgt.

Annahmebereich: x” /2 <J < x| a/2

Ablehnungsbereich: J < x" /2 ! oder J > X1 /2

e Beispiel

In einer Schiilergruppe soll getestet werden, ob die Standardabweichung der Noten groBer als 1 Punkt ist. Dazu
wird folgende Stichprobe erhoben:

6,3—5,4—4,1-50—-8,2—-7,6—6,4—5,6—4,3—5,2
Es wird folgender Test durchgefiihrt:

Hy:0=1 H :0>1
Fiir die Testdurchfiihrung ergibt sich:

_ 6.3+-45,2 _
= 03052 — 81 — 5 81 Punkte

_ (6,3-5,81)2 et (5,2-5,81)2 _ 12:949 — 1, 7721 Punkte?

Cm ]
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Die Teststatistik betragt:

(n—1)82 91,7721

ol N 12
und der p-Wert des Tests ist P(x(9) > 15,949) = 0,068, sodass die Nullhypothese fiir &« = 0.05 nicht
verworfen werden kann.

J =

= 15,949,

9.9 Test fiir einen Anteilswert in einer Grundgesamtheit

Sei p der Anteil von Individuen in einer Population, die eine bestimmte Eigenschaft aufweisen.

Testproblem:

Hy = p = pg
Hy:p#pg
Teststatistik: Die Zufallsvariable, die die Anzahl der Individuen mit der Eigenschaft in einer Zufallsstichprobe des

Umfangs n zahlt, folgt einer Binomialverteilung X ~ B(n, p,). GemiB dem zentralen Grenzwertsatz gilt fiir groBe
Stichproben (np > 5 und n(1 — p) > 5) die Approximation X ~ N (npy, v/npy(1 — py)), und somit:

X 1— p—
b X N [p /PP e PP o)1),
n n po(L—pg)/n

Annahmebereich: z, ), < Z < z_, .

Ablehnungsbereich: Z < z, , oder Z > z;_, 5.

"] Beispiel

In einer Gruppe von Studierenden soll untersucht werden, ob die Durchfallquote iiber 50% liegt. Dazu wird eine
Stichprobe von 80 Studierenden gezogen, von denen 50 bestanden haben.
Das Testproblem lautet:

HO : p — 0-5

Hy :p>05

Fir die Testdurchfiihrung ergibt sich p = 50/80 = 0,625. Da die Approximationsbedingungen np = 80 -
0,625 =50 > 5und n(1 —p) = 80(1 — 0,625) = 30 > 5 erfiillt sind, berechnet sich die Teststatistik zu:

D— Do 0,625 —0.5

= = 2’
vpo(l=pg)/n 1/0,5(1—0,5)/80
Der p-Wert des Tests betrdgt P(Z > 2,2361) = 0,0127, sodass die Nullhypothese fiir « = 0, 05 verworfen
werden kann. Es lésst sich schlielen, dass die Bestehensquote signifikant iiber 50% liegt.

2361.

9.10 Vergleichstest fiir Mittelwerte zweier Normalverteilungen mit bekannten
Varianzen

Seien X; und X, zwei Zufallsvariablen, die folgende Bedingungen erfiillen:
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« Thre Verteilung ist normal: X; ~ N(py,0;) und Xy ~ N (g, 05)
« Thre Mittelwerte 11, und g5 sind unbekannt, aber ihre Varianzen o2 und o3 sind bekannt.

Testproblem:

Hy = py = pg
Hy s py # po

Teststatistik:

Annahmebereich: —z, » < Z <z,

Ablehnungsbereich: Z < —z, , oder Z > z, /5

9.11 Vergleichstest fiir Mittelwerte zweier Normalverteilungen mit
unbekannten aber gleichen Varianzen

Seien X; und X, zwei Zufallsvariablen, die folgende Bedingungen erfiillen:

« Thre Verteilung ist normal: X; ~ N (py,0;) und Xy ~ N (g, 05)
2

« Thre Mittelwerte z1; und y5 sind unbekannt und ihre Varianzen ebenfalls, aber sie sind gleich: 0% = 02 = o

Testproblem:
Hy: py = pg
Hy oy # po
Teststatistik:
_ — +n _ _
Xl_XQNN<H1_M2’J\/n”1”Z) X, — X,
nS St =T = o o ~ Tt =)
T2z X (ny 41y —2) oy hing
Annahmebereich: —tzgnr2 <T< tzg%ﬂ

Ablehnungsbereich: T' < "2 o der T > 1122
/2 a/2

2

@ Beispiel

Es soll die akademische Leistung zweier Schiilergruppen (10 bzw. 12 Schiiler) mit unterschiedlichen Lehrme-

thoden verglichen werden. Dazu werden folgende Priifungsergebnisse erzielt:

162 von 187



9 PARAMETRISCHE HYPOTHESENTESTS

X :4-6—-8-7—-7—6—-5—-2—-5-3
X5:8=-9-5-3-8-T7T—-8-6—-8—-7—-5-T7
Das Testproblem lautet:

Hy:py = po Hy:py # py
Fiir die Testdurchfiihrung ergibt sich:

« X, = 4+i+6+3 = 5.3 Punkte und X, = 8+1—2+7 = 6.75 Punkte
¢ §7 = 3" 532 — 321 Punkte? und S3 = 5 6.75% = 2.69 Punkte®

G2 _ 10-3.21+12:2.6875 __ 2 o _
« §2 = 103211236875 _ 3 9175 Punkte?, und S, = 1.7937

Unter Annahme gleicher Varianzen betriagt die Teststatistik:

X, — X 5,3—6,75
T=_—1 +2 =2 ’ = —1,8879
n;Tny 10+12
Sp\/ T 1,7937, /1552

Der p-Wert des Tests ist 2P (7'(20) < —1,8879) = 0, 0736, sodass die Nullhypothese nicht verworfen werden
kann. Es gibt keine signifikanten Unterschiede zwischen den Durchschnittsnoten der Gruppen.

9.12 Vergleichstest fiir Mittelwerte zweier Normalverteilungen mit
unbekannten und ungleichen Varianzen

Seien X; und X, zwei Zufallsvariablen, die folgende Bedingungen erfiillen:

« Thre Verteilung ist normal: X; ~ N (py,0q) und Xy ~ N (g, 05)
» Thre Mittelwerte ji, f1, und Varianzen o2, o5 sind unbekannt, wobei o3 # o5

Testproblem:

Hy: py = po
Hy s py # po

Teststatistik:

T (Xl - Xz) — (1 — p19)

I
2
~

s

L3 n2
mitg =n; +ny, —2 — Aund

-14 ~14
("2=57 — 1—=53)°

ny—1 g4 ni—1g4

A =

Annahmebereich: —t/ Ja < T<t! /2

s h. g g
Ablehnungsbereich: T' < =t 19 oder 1" > L,

/ /2
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9.13 Vergleichstest fiir Varianzen zweier Normalverteilungen

Seien X und X, zwei Zufallsvariablen mit:

* Normalverteilung: X; ~ N(uy,07) und Xy ~ N(py, 05)

« Unbekannten Mittelwerten j1, f1,, und Varianzen o7, 03

Testproblem:
HO : 0'1 = 0'2
Hy:0y# 0y
Teststatistik:
ny —1)$? (=153
(10_2>1NX2(n1_1) 702]1_ O-%S/?
! = 1 = —= =~ — _
(ng—1)5% :F_%_Jfgg F(ny —1,mp —1).
S~ & 74 o _1 =
o2 X2 = 1) T

Annahmebereich: F;L/lz_l’nrl <F< Ffj;/lénrl

Ablehnungsbereich: F' < Fg};l’nfl oder I > Flnf;/lénrl

@ Beispiel

Fortsetzung des Beispiels mit den Punktzahlen zweier Gruppen:

X :4-6—-8-7T—-7—6—-5—-2—-5-3

Xy:8-9-5-3-8-T7T—-8-6—-8-T7—-5—-7

Fiir den Varianzvergleich lautet das Testproblem:

H050'1:O'2 Hlal#UQ
Berechnungen:
« X, = &8 = 5 3 Punkte
X, = 8247 = 6,75 Punkte
. SA'% = (4_5’3)2+g+(3_5’3)2 = 3, 5667 Punkte?
- 52 = BOT5 et (3-6.7)° _ 9 9318 Punkte?
Teststatistik:
G2
S2 2,9318

Der p-Wert betrigt 2P (F'(9,11) < 1.2165) = 0.7468, sodass die Nullhypothese gleicher Varianzen beibehal-

ten wird.
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9.14 Vergleichstest von Anteilen zweier Populationen

Seien p, und p, die jeweiligen Anteile von Individuen, die ein bestimmtes Merkmal in zwei Populationen aufweisen.

Testproblem:

Hy:py =py H1’p1?£p2

Teststatistik: Die Zufallsvariablen, die die Anzahl der Individuen mit dem Merkmal in zwei unabhéngigen Stichpro-
ben der GroBien n, und n, messen, folgen binomialverteilten Zufallsvariablen X; ~ B(nq,p;) und X, ~ B(ng, ps).
Wenn die Stichproben grof sind (n;p; > 5 und n,(1 — p;) > 5), folgt gemdB dem zentralen Grenzwertsatz:

X1 ~ N(npy,v/np;(1—p;)) und Xy ~ N(npy, /npy(1—p,y))

und es gilt:
5 o= X1 p1(1-py) . ~
pl_nll N(pla 1n1 1) N P1 — P2 NN(O 1)
]32 = f—j ~ N <p27 7%?) \/P1(711:P1) 4 Pz(j;l’z) ’

Annahmebereich: 2, < Z < z_, )

Ablehnungsbereich: z < z, ,und 2 > 2, )

1 Beispiel

Es soll gepriift werden, ob sich die Bestehensquoten zweier Gruppen unterscheiden, die unterschiedliche Lehrme-
thoden durchlaufen haben. In der ersten Gruppe haben 24 von insgesamt 40 Schiilern bestanden, in der zweiten
Gruppe 48 von 60.

Der formulierte Test lautet:

Hy: py=py Hy: py#py
Fiir den Test ergibt sich: p; = 24/40 = 0.6 und p, = 48/60 = 0.8. Damit sind die Voraussetzungen erfiillt:

« nyp; =40-0.6 =24 > 5,

e ny(1—py) =40(1—0.6) = 16 > 5,
* ngPy = 60 - 0.8 = 48 > 5 und

e ny(1—py) = 60(1—0.8) =12 > 5.

Die Teststatistik ergibt:

7 = P1 " Pa - 0,608 — 21483

p1(1=py) | pa(1-py) 0,6(1-0,6) , 0,8(1—0,8)
\/1n11+2n22 \/ 40 + 60

und der p-Wert des Tests ist 2P(Z < —2,1483) = 0,0317, sodass die Nullhypothese bei einem Signifikanzni-
veau von o = (), 05 verworfen wird. Es wird also geschlossen, dass es einen Unterschied zwischen den Gruppen
gibt.
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9.15 Durchfiihrung von Tests mittels Konfidenzintervallen

Eine interessante Alternative zur Durchfithrung eines Hypothesentests

mit einem Signifikanzniveau « ist die Berechnung eines Konfidenzintervalls fiir # mit einem Vertrauensniveau von 1 —
. Dieses Intervall kann als die Menge akzeptabler Hypothesen fiir § interpretiert werden. Befindet sich 6, auerhalb
des Intervalls, erscheint die Nullhypothese wenig glaubwiirdig und kann verworfen werden. Befindet sich 6, hingegen
innerhalb des Intervalls, wird die Hypothese als plausibel betrachtet und beibehalten.

Bei einem einseitigen Test mit der Alternativhypothese “kleiner” wird 6, mit der oberen Grenze eines Konfidenzin-
tervalls fiir 6 mit einem Vertrauensniveau von 1 — 2« verglichen. Ist der Test einseitig mit der Alternativhypothese
“grofer”, so wird 6, mit der unteren Grenze des Intervalls verglichen.

Testart Konfidenzintervall Entscheidung
Zweiseitig [l;,1,] mit Vertrauensniveau 1 — «v Verwerfe H, wenn 0, & [1,,1,]
Einseitig (kleiner) [—00, [] mit Vertrauensniveau Verwerfe H, wenn 0 > [
1 -2«
Einseitig (grofBer) [l;, 00] mit Vertrauensniveau 1 — 2« Verwerfe H, wenn 6, < [,

@ Beispiel

Zuriick zum Test, der den schulischen Erfolg zweier Schiilergruppen vergleicht. Diese haben folgende Punktzah-
len erreicht:

X :4-6—-8-7—-7—6—-5—-2—-5-3
X5:8-9—-5-3-8-T7T—-8-6—-8—-7—-—5-T7

Der getestete Hypothesensatz lautete:

Hy = oy = pg Hy s opy # po

Da es sich um einen zweiseitigen Test handelt, ergibt sich das Konfidenzintervall fiir die Differenz der Mittel-
werte (1, — [ bei einem Vertrauensniveau von 1 — o = 0,95 (unter der Annahme gleicher Varianzen) zu
[—3,0521 | 0,1521] Punkten.

Da unter der Nullhypothese p1; — po = 0 gilt und 0 innerhalb dieses Intervalls liegt, wird die Nullhypothese
beibehalten.

Der Vorteil eines Konfidenzintervalls besteht darin, dass es uns nicht nur erlaubt, einen Test durchzufiihren, son-
dern auch eine Vorstellung von der GroBenordnung der Differenz zwischen den Gruppenmittelwerten vermittelt.
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10.1 Varianzanalyse mit einem Faktor

Die Varianzanalyse mit einem Faktor (im Englischen ANOVA fir Analysis of Variance) ist eine statistische
Hypothesentest-Methode, die dazu dient, die Mittelwerte einer quantitativen Variablen — iiblicherweise als abhdngige
Variable oder Antwortvariable bezeichnet — zwischen verschiedenen Gruppen oder Stichproben zu vergleichen. Diese
Gruppen werden durch eine qualitative Variable definiert, die als unabhdngige Variable oder Faktor bezeichnet wird.
Die verschiedenen Auspragungen des Faktors, die die zu vergleichenden Gruppen darstellen, nennt man Stufen oder
Behandlungen des Faktors.

Es handelt sich dabei um eine Verallgemeinerung des ¢-Tests zum Vergleich der Mittelwerte zweier unabhdingiger
Stichproben fiir Versuchsanordnungen mit mehr als zwei Gruppen. Der Hauptunterschied zu einer einfachen Regres-
sionsanalyse — bei der sowohl die abhingige als auch die unabhéngige Variable quantitativ sind — besteht darin, dass
beim einfaktoriellen Varianzanalysedesign die unabhingige Variable bzw. der Faktor eine qualitative Variable ist. Wie
wir spéter bei den Regressionskontrasten sehen werden, ldsst sich ein ANOVA-Test jedoch auch als Spezialfall eines
linearen Regressionsmodells formulieren.

Ein typisches Beispiel fiir die Anwendung dieser Technik wére der Vergleich des durchschnittlichen Cholesterinspie-
gels je nach Blutgruppe. In diesem Fall ist die unabhingige Variable oder der Faktor die Blutgruppe mit vier Stufen
(A, B, 0, AB), wihrend die Antwortvariable der Cholesterinspiegel ist.

Zum Vergleich der Mittelwerte der Antwortvariablen in den verschiedenen Stufen des Faktors wird ein Hypothesentest
aufgestellt, bei dem die Nullhypothese H, lautet, dass die Antwortvariable in allen Gruppen denselben Mittelwert
hat. Die Alternativhypothese /1, besagt, dass es statistisch signifikante Unterschiede zwischen mindestens zwei der
Mittelwerte gibt. Dieser Test basiert auf der Zerlegung der Gesamtvarianz der Antwortvariablen — daher der Name
dieser Methode.

10.1.1 Der ANOVA-Test

Die tibliche Notation in der ANOVA lautet:

* k: ist die Anzahl der Stufen (Niveaus) des Faktors.

* n,;: ist der Stichprobenumfang, der zur i-ten Stufe des Faktors gehort.

*n= Zle n,;: ist die Gesamtanzahl der Beobachtungen.

* X, (i =1,..,k; 7 =1,..,n,;): ist eine Zufallsvariable, die die Antwort des j-ten Individuums auf die i-te
Stufe des Faktors angibt.

* x,;: ist der konkrete Wert von X, ; in einer gegebenen Stichprobe.

Faktorstufen
1 2 k
X1 Xog o Xy
Xig Xgg o Xjpo

Xlnl X2n2 Xk”k

* p;: ist der Mittelwert der Grundgesamtheit der i-ten Stufe.
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« X, = EJ X;;/mn;: ist der Stichprobenmittelwert der i-ten Stufe und Schitzer fiir y,.

s z; = z:z ij x,;;/m;: ist der konkrete Wert dieses Mittelwerts in einer gegebenen Stichprobe.
* w: ist der Gesamtmittelwert der Grundgesamtheit (iiber alle Stufen hinweg).

« X = Zk Z] | X;;/n: ist der Gesamtstichprobenmittelwert, Schtzer fiir 1.

* T

= 21:1 ZFI ;;/m: ist der konkrete Wert dieses Mittelwerts in einer gegebenen Stichprobe.

Mit dieser Notation lasst sich die Antwortvariable durch ein mathematisches Modell ausdriicken, das sie in Kompo-
nenten zerlegt, die verschiedenen Ursachen zugeordnet werden:

Xij =+ (1 — p) + (Xi5 — 1),

Das heift, die Antwort der j-ten Beobachtung in der i-ten Stufe setzt sich zusammen aus dem Gesamtmittelwert,
einer Abweichung, die dem Einfluss des 7-ten Faktors zugeschrieben wird, und einer weiteren Abweichung aufgrund
zufilliger Schwankungen innerhalb der Stufe.

Auf Basis dieses Modells formulieren wir die Nullhypothese: Die Mittelwerte aller Stufen sind gleich. Die Alternativ-
hypothese lautet: Mindestens zwei Mittelwerte unterscheiden sich.

Hy iy = pg =+ =
Hy :p; # py  fiir einige @ # j

Damit dieser Test giiltig ist, miissen folgende Modellannahmen erfiillt sein:

+ Unabhingigkeit: Die £ Stichproben, die den £ Stufen entsprechen, sind unabhédngige Zufallsstichproben aus &
Populationen mit unbekannten Mittelwerten p; = g = -+ = p.

» Normalverteilung: Jede der k& Populationen ist normalverteilt.

« Homoskedastizitiit: Alle Populationen haben die gleiche Varianz o2,

Wird in obigem Modell der Populationsmittelwert durch seinen Stichprobenschitzer ersetzt, ergibt sich:

oder umgestellt:

—X)+ (X;; — X))

Durch Quadrieren und unter Ausnutzung der Summeneigenschaften ergibt sich die sogenannte Identitdt der Quadrat-
summen:

n;

k k k
Z _X>2:Zni(Xi_X>2+Z

i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
wobeli:

. Zle Z:;l (X — X)2: ist die Gesamtquadratsumme (SCT) — misst die gesamte Streuung der Daten.
. Zk n; (X, — X)2: ist die Zwischengruppen-Quadratsumme (SC Inter) — misst die Streuung aufgrund der
Unterschlede zwischen den Gruppenmitteln.

ZZ L ZJ (X — X,)?: ist die Intragruppen-Quadratsumme (SCIntra) — misst die Streuung innerhalb der
Gruppen.
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Somit gilt:

SCT = SClInter + SClIntra

Um zur Teststatistik zu gelangen, definiert man die mittleren Quadratsummen (mean squares), indem man jede Qua-
dratsumme durch die entsprechenden Freiheitsgrade teilt:

e Fur SCT:n—1
e Fir SCInter: k—1
o Fur SCIntra:n —k

Daraus folgt:

CMT = SC’_T
n—1
CM Inter = —SCInter
k—1
CMIntra — 2€IMra
n—k

Man kann zeigen, dass unter der Annahme, dass H, sowie die Modellvoraussetzungen zutreffen, der Quotient

CM Inter
CM Intra

einer F'-Verteilung von Fisher mit £ — 1 und n — k Freiheitsgraden folgt.

Wenn also H, gilt, liegt dieser Quotient fiir gegebene Stichproben nahe bei 1 (aber stets > 0). Ist /) falsch, dann nimmt
die Streuung zwischen den Gruppen zu — der Wert des Quotienten steigt. Daher handelt es sich um einen einseitigen
Test (rechtsseitig) mit Hilfe der F'-Verteilung. Wir berechnen den p-Wert der beobachteten F'-Statistik und entscheiden,
ob wir H, beibehalten oder verwerfen — abhéngig vom festgelegten Signifikanzniveau.

10.1.1.1 ANOVA-Tabelle

Alle im vorherigen Abschnitt eingefiihrten Statistiken werden in einer sogenannten ANOVA-Tabelle zusammenge-
fasst. In dieser Tabelle werden die Schétzwerte dieser Statistiken fiir die konkret untersuchten Stichproben dargestellt.
Solche Tabellen sind auch das Standardausgabeformat statistischer Softwareprogramme bei der Durchfiihrung einer
ANOVA. Am Ende der Tabelle wird iiblicherweise der p-Wert des berechneten F'-Statistikums angegeben, anhand des-
sen entschieden werden kann, ob die Nullhypothese — dass die Mittelwerte aller Faktorstufen gleich sind — akzeptiert
oder verworfen wird.

Quadratsumme Freiheitsgrade Mittlere Quadrate F'-Statistik p-Wert
Zwischengruppen  SClInter kE—1 CMInter = f= % P(F > f)
SClInter
—1
Intragruppen SCIntra n—k CMIntra =
SClIntra
n—k
Gesamt SCT n—1

169 von 187



10 VARIANZANALYSEN

10.1.2 Tests fiir multiple und paarweise Vergleiche

Nachdem eine einfaktorielle ANOVA durchgefiihrt wurde, um die k& Mittelwerte der k Faktorstufen bzw. Behandlun-
gen zu vergleichen, kann man im Ergebnis entweder die Nullhypothese beibehalten — in diesem Fall endet die Analyse
hinsichtlich signifikanter Unterschiede — oder sie verwerfen. Wird die Nullhypothese verworfen, ist es sinnvoll, die
Analyse fortzusetzen, um prizise zu bestimmen, zwischen welchen Gruppen signifikante Unterschiede bestehen.

Fiir diesen zweiten Fall existieren verschiedene Verfahren, die als Tests fiir multiple Vergleiche bezeichnet werden.
Diese lassen sich weiter unterteilen in:

* Tests fiir paarweise Vergleiche: Ziel ist es, alle moglichen Paare von Mittelwerten zwischen den Faktorstufen
einzeln zu vergleichen. Die Ergebnisse werden meist in Tabellenform dargestellt, mit den Differenzen zwischen
allen moglichen Mittelwertpaaren und den zugehorigen Konfidenzintervallen. Dabei wird angegeben, ob die
Unterschiede signifikant sind oder nicht. Wichtig ist, dass diese Intervalle nicht dieselben wéren wie bei einem
isolierten Vergleich zweier Gruppen, da das Verwerfen von H, im Gesamt-ANOVA-Test bedeutet, dass gleich-
zeitig mehrere Einzelvergleiche impliziert sind. Um das vorgegebene Signifikanzniveau « aufrechterhalten zu
konnen, muss deshalb ein deutlich kleineres korrigiertes Niveau o’ bei den Einzeltests verwendet werden.

* Tests mit multiplen Réngen: Ziel ist es, homogene Gruppen von Mittelwerten zu identifizieren, zwischen denen
keine signifikanten Unterschiede bestehen.

Fiir paarweise Vergleiche kann der Bonferroni-Test verwendet werden; fiir Ranggruppierungen der Duncan-Test. Fiir
beide Arten zusammen eignen sich die Verfahren Tukey-HSD und Scheffé-Test.

10.2 ANOVA mit zwei oder mehr Faktoren

In vielen Fragestellungen liegen nicht nur ein Faktor mit &£ Stufen vor, sondern es treten zwei oder mehr Faktoren auf,
mit denen die Stichprobe nach verschiedenen Kriterien in Gruppen eingeordnet werden kann. Ziel ist es zu priifen, ob
signifikante Unterschiede zwischen den Mittelwerten der abhdngigen Variable bestehen.

Zur Behandlung solcher Fragestellungen existiert das ANOVA mit zwei oder mehr Faktoren (auch Mehrfaktorielle
ANOVA), eine Verallgemeinerung der einfaktoriellen ANOVA. Sie ermdglicht neben der Analyse der Haupteffekte
jedes Faktors auch die Untersuchung ihrer Interaktion.

Auflerdem gibt es Situationen, in denen pro Versuchsperson mehrere Messungen einer quantitativen Variable erfolgen.
Bei zwei Messungen verwendet man den gepaarten Student-Test (oder bei nichtparametrischen Voraussetzungen den
Wilcoxon-Test). Wird drei oder mehr Messwerte pro Subjekt erhoben, kommt die ANOVA fiir Messwiederholun-
gen zum Einsatz.

Es kann auch vorkommen, dass eine Variable mehrfach pro Individuum gemessen wird und gleichzeitig zwei oder
mehr Klassifikationsfaktoren vorliegen. Dann kombiniert man repetierte Messungen mit einer mehrfaktoriellen AN-
OVA.

Die komplexeste Variante ist die ANCOVA (Analyse der Kovarianz), die in einem Design mit Messwiederholun-
gen, mehreren Faktoren und zusitzlich Kovariablen (quantitative EinflussgroBBen) durchgefiihrt wird. Die ANCOVA
untersucht die Faktoren- und Messwiederholungseffekte, bereinigt um den Einfluss der Kovariablen.

10.2.1 Zweifaktorielle ANOVA mit zwei Faktorstufen

Um eine zweifaktorielle oder mehrfaktorielle ANOVA zu verstehen, ist es hilfreich, mit einem einfachen Fall mit
zwei Faktoren und jeweils zwei Stufen zu beginnen. Beispielsweise konnte man ein Experiment durchfiihren, bei dem
Personen entweder eine Diét einhalten (erster Faktor: Diét, mit zwei Stufen: ja und nein) und zusétzlich ein bestimm-
tes Medikament einnehmen (zweiter Faktor: Medikament, mit zwei Stufen: ja und nein), um ihr Korpergewicht zu
reduzieren (numerische Zielvariable: Gewichtsreduktion in kg).
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In diesem Fall ergeben sich vier verschiedene Gruppen:

1. Keine Didt und kein Medikament (Nein-Nein)
2. Keine Diit, aber Medikament (Nein-Ja)

3. Diit, aber kein Medikament (Ja-Nein)

4. Diat und Medikament (Ja-Ja)

Es konnen drei verschiedene Effekte untersucht werden:

1. Diit-Effekt: Untersucht, ob es signifikante Unterschiede in der Gewichtsabnahme zwischen Personen mit und
ohne Diit gibt.

2. Medikamenten-Effekt: Untersucht, ob es signifikante Unterschiede in der Gewichtsabnahme zwischen Perso-
nen mit und ohne Medikament gibt.

3. Interaktionseffekt: Untersucht, ob die kombinierte Wirkung von Diédt und Medikament unterschiedlich ist zur
Summe ihrer Einzeleffekte. Bei einer Interaktion kann diese in zwei Richtungen wirken:

* Synergie: Die Kombination fiihrt zu einer stirkeren Gewichtsabnahme als die Summe der Einzeleffekte.
» Antagonismus: Die Kombination fiihrt zu einer schwécheren Gewichtsabnahme als die Summe der Einzeleffek-
te.

@ Beispiel

Angenommen, die folgende Tabelle zeigt die durchschnittliche Gewichtsabnahme (in kg) fiir jede Gruppe (ohne
Berticksichtigung der individuellen Variabilitét, die in einer echten ANOVA beriicksichtigt wiirde):

Medikament Nein Medikament Ja

Diét Nein 0 5
Diit Ja 3 8
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In diesem Fall gibt es keine Interaktion zwischen Diét und Medikament, denn:

* Der Effekt des Medikaments allein (ohne Diit) betridgt +5 kg.

 Der Effekt der Diét allein (ohne Medikament) betrdgt +3 kg.

* Die kombinierte Wirkung (Didt + Medikament) betridgt +8 kg, was exakt der Summe der Einzeleffekte (5
+ 3) entspricht.

Grafische Darstellung: In einem Interaktionsplot wéren die Linien fiir die Gruppen parallel (innerhalb eines
gewissen Variabilitdtsbereichs), was auf das Fehlen einer Interaktion hindeutet.

Gewichtsverlust nach Diat und Medikament

-o- Medikament Nein
o —-®- MedikamentJa .0
=)
© .
= O — e
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(O]
>
9 < -
e
O
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~ e
o — o’
| |
Diat Nein Diat Ja

Im Gegensatz dazu konnte auch eine Tabelle entstehen, in der die Summe der Einzeleffekte geringer ist als der kom-
binierte Effekt von Didt und Medikament:

Medikament Nein Medikament Ja

Diét Nein 0 5
Diat Ja 3 12

In diesem Fall (wenn wir die Variabilitdt innerhalb jeder Gruppe vernachlédssigen und annehmen, dass sie klein genug
ist, damit die Unterschiede signifikant sind), wiren die 8 kg durchschnittlicher Gewichtsabnahme, die sich aus der
Summe der Einzeleffekte von Didt und Medikament ergeben, geringer als die 12 kg, die Personen im Durchschnitt
verloren haben, die sowohl das Medikament einnahmen als auch die Diit befolgten.

Interpretation:

* Es liegt eine Interaktion der beiden Faktoren vor, die ihre Einzeleffekte verstérkt hat.
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» Um das Endergebnis zu erkldren, miisste man einen zusétzlichen Interaktionsterm in die Berechnung aufnehmen,
der 4 kg zusétzlichen Gewichtsverlust beisteuert (liber die Summe der Einzeleffekte hinaus).
* Da dieser Term die Wirkung beider Faktoren verstirkt, handelt es sich um eine synergistische Interaktion.

Grafische Darstellung:

In einem Interaktionsplot wéren die Linien nicht parallel, sondern wiirden sich annidhern oder entfernen, was auf eine
Interaktion hindeutet.

Gewichtsverlust nach Diat und Medikament
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Diat Nein Diat Ja

Zusammenfassung der Effekte:

* Medikament allein: +5 kg

+ Diit allein: +3 kg

» Erwarteter kombinierter Effekt (Summe): 5+ 3 =8 kg
* Tatsichlicher kombinierter Effekt: 12 kg

* Interaktionsterm: 12 - 8 = +4 kg (Synergie)

SchlieBlich kdnnte sich auch eine Tabelle ergeben, bei der die Summe der Einzeleffekte grofer ist als der kombinierte
Effekt beider Faktoren:

Medikament Nein Medikament Ja

Diét Nein 0 5
Diat Ja 3 4

In diesem Beispiel wiirden sich durch die Summe der Einzeleffekte (5 + 3 = 8 kg Gewichtsverlust) ein hdherer Wert
ergeben als die tatsdchlich beobachteten 4 kg bei den Personen, die sowohl Diét hielten als auch das Medikament
einnahmen.
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Schlussfolgerungen:

* Es liegt eine antagonistische Interaktion vor

» Zur Erklarung der Ergebnisse muss ein negativer Interaktionsterm von -4 kg eingefiihrt werden (8 kg erwartet -

4 kg Interaktionseffekt = 4 kg beobachtet)

* Die kombinierte Wirkung ist schwécher als die Summe der Einzeleftekte

Der Interaktionsterm wére in diesem Fall statistisch signifikant negativ. Grafisch wiirden sich die Linien in einem
Interaktionsplot kreuzen oder divergieren. Dies deutet darauf hin, dass die Faktoren sich gegenseitig in ihrer Wirkung

abschwéchen.
Gewichtsverlust nach Diat und Medikament
© — . .
- - Medikament Nein
--®- Medikament Ja
m \\s
x \\s
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Diat Nein Diat Ja
Zusammenfassung der Effekte:
Effekt Gewichtsverlust
Medikament allein +bkg
Diat allein +3kg
Erwartete Kombination +8kg
Beobachtete Kombination +4kg
Interaktionseffekt —4kg

Tatsdchlich kann eine Interaktion sowohl synergistisch mit einem Faktor als auch antagonistisch mit dem anderen
wirken, insbesondere wenn die Faktoren entgegengesetzte Effekte haben. Ein Beispiel wire eine Studie, in der:

* Eine kalorienreiche Didt (erwarteter Effekt: Gewichtszunahme)

* Mit einem Gewichtsreduktionsmedikament (erwarteter Effekt: Gewichtsabnahme)kombiniert werden.
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Wie anhand der Tabellen und Grafiken ersichtlich, zeigt eine Interaktion an, dass die Mittelwertdifferenzen zwischen
den Gruppen nicht konsistent sind. Beispiel:

* In der zweiten Tabelle betrug die Differenz zwischen Medikament und kein Medikament:

— Ohne Diét: 5-0=5kg
— Mit Didt: 12 -3=9kg

* Grafisch dufert sich dies in unterschiedlichen Steigungen der Verbindungslinien
Es werden drei zentrale Hypothesen gepriift:

1. Haupteffekt Diit

* Hy : pige = Hieine Dit

* Hy: pipige F Hocine Diat
2. Haupteffekt Medikament

* H, 0 * MMedikament — Mkein Medikament
- H 1 * MMedikament 7& HMkein Medikament

3. Interaktionseffekt (zwei dquivalente Formulierungen):

a) Unterschiedliche Medikamentenwirkung in Diét-Gruppen:

* Hy : (Htea — Hiein Med)keif}e Diéi.t = (uMed — iy eq ) DidiE
© Hy : (uMed — fiyei, meq) Keine Didt # (uMed — fiyein ved) piat

b) Unterschiedliche Didtwirkung in Medikamentengruppen:

* Hy: (MD@ — Hieine Diar)keil} Med = (MDiét — Hieine piae) Med
* Hy : (uDift — flygine pig )kein Med # (uDidt — Lyeine piae)Med
Die Gesamtvarianz (Sum of Squares Total, SST) wird in vier Komponenten zerlegt:
* Faktor A (Diét): SSp,;;
* Faktor B (Medikament): S\S; ;.4

* Interaktion: SSInteTaktion
* Residualvarianz: SSg. i quai

Die ANOVA-Tabelle strukturiert diese Analyse:

Quelle Quadratsumme  Freiheitsgrade Mittelquadrate F-Wert p-Wert
Ss MS
. M
Interaktion SS,p (ky—1)(ky—1) MS,p= T Fyp = 3752 P(F >
o Fap)
Residual ~ SSp, n — kiky MSp.s = T
Total SStotal n—1

Nach der Erstellung der ANOVA-Tabelle — iiblicherweise mithilfe eines Statistikprogramms, um die umfangreichen
Berechnungen zu vermeiden — folgt die Interpretation der erhaltenen p-Werte flir die einzelnen Faktoren sowie flir
die Interaktion. Dabei kommt dem p-Wert der Interaktion eine zentrale Bedeutung zu, da er die gesamte Analyse
maBgeblich beeinflusst:
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» Keine signifikante Interaktion Liegt der p-Wert der Interaktion oberhalb des festgelegten Signifikanzniveaus
(meist 0,05), kann die Wirkung der beiden Faktoren unabhéngig voneinander betrachtet werden. Das bedeutet,
man priift fiir jeden Faktor separat, ob es signifikante Unterschiede zwischen dessen Stufen gibt. Beispiel: Bei
der Analyse von Gewichtsverlusten in Abhingigkeit von Didt und Medikament zeigt sich keine signifikante
Interaktion. In diesem Fall untersucht man den Effekt der Didt anhand des entsprechenden p-Werts. Ist dieser
kleiner als 0,05, so ist der Faktor Diit statistisch signifikant, was bedeutet, dass sich die Gewichtsverluste der
Personen mit und ohne Diit signifikant unterscheiden — unabhéngig davon, ob das Medikament eingenommen
wurde oder nicht. Analog wird der Effekt des Medikaments gepriift.

Signifikante Interaktion Ist der p-Wert der Interaktion hingegen kleiner als das Signifikanzniveau, konnen die
Faktoren nicht unabhéngig voneinander betrachtet werden. Die Wirkung eines Faktors hingt vom jeweiligen
Niveau des anderen Faktors ab. Deshalb ist es notwendig, die Effekte innerhalb der Stufen des jeweils anderen
Faktors getrennt zu analysieren. Beispiel: Bei signifikantem Interaktionseffekt zwischen Diédt und Medikament
bedeutet dies, dass der Einfluss des Medikaments auf den Gewichtsverlust sich je nach Didtstatus unterscheidet
— und umgekehrt. Es existiert somit kein allgemeingiiltiger Haupteffekt eines Faktors, sondern der Effekt ist
kontextabhingig.

9 Wichtiger Hinweis:

Ein zweifaktorielles ANOVA mit je zwei Stufen pro Faktor ist nicht mit zwei unabhéngigen T-Tests zu ver-
gleichen. Selbst wenn keine Interaktion vorliegt, entsprechen die p-Werte aus dem ANOVA nicht zwangslaufig
denen, die man durch separate T-Tests erhilt. Das ANOVA beriicksichtigt die gemeinsamen Einfliisse beider
Faktoren und eliminiert den Anteil der Variabilitit, der durch den jeweils anderen Faktor verursacht wird. Da-
durch liefert es eine multivariate Betrachtung der Effekte. Im Beispiel bedeutet dies, dass der Einfluss der Diit
auf den Gewichtsverlust unter Beriicksichtigung der Wirkung des Medikaments (und gegebenenfalls deren In-
teraktion) bewertet wird — was bei einfachen T-Tests unberiicksichtigt bliebe. Ebenso entspricht die Analyse der
Interaktion nicht der Durchfithrung eines einfaktoriellen ANOVA mit einer Faktorstufe, die alle Kombinatio-
nen zusammenfasst, da die multivariate Struktur des zweifaktoriellen ANOVA eine differenziertere Betrachtung
ermoglicht.

10.2.2 Zweifaktorielles ANOVA mit drei oder mehr Stufen in einem Faktor

Das Vorgehen bei einem zweifaktoriellen ANOVA, bei dem mindestens ein Faktor drei oder mehr Stufen aufweist,
dhnelt dem bereits beschriebenen Fall mit je zwei Stufen pro Faktor. Lediglich die Nullhypothesen werden erweitert,
indem die Gleichheit aller Mittelwerte der jeweiligen Stufen eines Faktors gepriift wird, und die Alternativhypothese
besagt, dass mindestens ein Mittelwert sich unterscheidet. Bei den Interaktionen werden ebenfalls Mittelwertunter-
schiede betrachtet, wobei aufgrund der héheren Anzahl von Stufen mehr mdgliche Unterschiede vorliegen.

Zur Interpretation der ANOVA-Ergebnistabelle gilt: Liegt keine signifikante Interaktion vor, aber signifikante Unter-
schiede in einem der Faktoren mit drei oder mehr Stufen, so folgt eine genauere Untersuchung, zwischen welchen
Stufen diese Unterschiede bestehen. Beispiel: Wenn der Faktor 1 drei Stufen hat, keine Interaktion vorliegt und die
Nullhypothese der Mittelwertgleichheit abgelehnt wird, priift man, ob die Unterschiede beispielsweise zwischen Stufe
1 und 2, 1 und 3 oder 2 und 3 bestehen — und zwar unabhingig vom Faktor 2. Um die Unterschiede zwischen den
Stufen zu identifizieren, fiihrt man Multiple Paarvergleiche durch, etwa den Bonferroni-Test oder andere aus dem ein-
faktoriellen ANOVA bekannte Verfahren. Bei signifikanter Interaktion wird analog vorgegangen, jedoch werden die
Unterschiede innerhalb jeder Stufe des jeweils anderen Faktors separat betrachtet.

Wie bereits beim zweifaktoriellen ANOVA mit zwei Stufen und den unabhéngigen T-Tests erldutert, entspricht ein
zweifaktorielles ANOVA mit drei oder mehr Stufen nicht der Durchfiihrung zweier separater einfaktorieller ANOVAs.
Die erhaltenen p-Werte unterscheiden sich — selbst wenn keine Interaktion vorliegt —, da die gemeinsame Varianzstruk-
tur und Einfliisse beriicksichtigt werden.
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10.2.3 ANOVA mit drei oder mehr Faktoren

Die Grundprinzipien des ANOVA mit drei oder mehr Faktoren sind dhnlich denen des zweifaktoriellen ANOVA, und
die Ergebnistabellen weisen vergleichbare Strukturen auf. Die Interpretation wird jedoch deutlich komplexer. Ein drei-
faktorielles ANOVA enthilt die Haupteffekte der drei Faktoren, die drei mdglichen zweifachen Interaktionen (Faktor
1 mit 2, 1 mit 3, 2 mit 3) sowie optional die dreifache Interaktion aller Faktoren (je nach Software und Einstellungen
konnen Interaktionen beliebiger Ordnung beriicksichtigt werden).

Ist die dreifache Interaktion signifikant, kann kein allgemeiner Haupteffekt eines Faktors betrachtet werden. Stattdes-
sen muss der Effekt dieses Faktors innerhalb jeder Stufe der beiden anderen Faktoren separat analysiert werden. Liegt
keine signifikante dreifache Interaktion vor, wohl aber eine zweifache (beispielsweise zwischen Faktor 1 und 2), so
wird der Effekt von Faktor 1 innerhalb der Stufen von Faktor 2 untersucht, unabhingig von Faktor 3.

Dies fiihrt zu einer Vielzahl mdglicher Analysen und multipler Vergleichstests. Daher liegt es in der Verantwortung des
Forschers, die Anzahl der durchgefiihrten Tests sinnvoll zu begrenzen, den Versuchsautbau klar zu definieren und ggf.
hohere Interaktionen (dreifach oder mehr) nur dann zu beriicksichtigen, wenn deren Interpretation auch tatsdchlich
moglich und sinnvoll ist.

Abschliefend gilt auch hier: Ein ANOVA mit drei oder mehr Faktoren entspricht nicht der Durchfithrung mehrerer
einfaktorieller ANOVAsS fiir jeden Faktor einzeln.

10.2.4 Feste Faktoren und Zufallsfaktoren

Beim mehrfaktoriellen ANOVA unterscheiden sich der Umgang mit der durch jeden Faktor verursachten Variabilitit
und die daraus folgenden Schlussfolgerungen je nachdem, ob die Faktoren als feste oder zuféllige Faktoren behandelt
werden.

Ein fester Faktor (oder Faktor mit festen Effekten) ist ein Faktor, dessen Stufen vom Untersucher vorab festgelegt
oder bestimmt werden (zum Beispiel festgelegte Dosierungen eines Medikaments oder vorgegebene Zeitpunkte) oder
die sich aus der Natur des Faktors ergeben (z. B. Geschlecht oder Diédt). Die Variabilitét solcher Faktoren ist leichter
kontrollierbar, und ihre Behandlung in den Berechnungen zum ANOVA-Endergebnis ist einfacher. Ein Nachteil be-
steht jedoch darin, dass nur fiir die konkret untersuchten Stufen Aussagen getroffen werden kdnnen. Das heif3t, die
Ergebnisse gelten nur fiir genau diese festen Stufen, und eine Verallgemeinerung auf andere, nicht untersuchte Stufen
ist nicht zuldssig.

Im Gegensatz dazu ist ein Zufallsfaktor (oder Faktor mit zufdlligen Effekten) ein Faktor, dessen Stufen zufillig aus
einer groferen Grundgesamtheit von moglichen Stufen ausgewdhlt wurden (beispielsweise eine Medikamentendosie-
rung mit den Stufen 23 mg, 132 mg und 245 mg, die zufillig aus dem Bereich 0 bis 250 mg gezogen wurden). Die
Analyse solcher Faktoren ist komplexer, da diese Stufen eine Stichprobe aller mdglichen Stufen darstellen. Ziel ist es,
Riickschliisse auf die gesamte Population aller mdglichen Stufen zu ziehen.

10.2.4.1 Modellannahmen des mehrfaktoriellen ANOVA

Wie beim einfaktoriellen ANOVA handelt es sich auch beim ANOVA mit zwei oder mehr Faktoren um einen parame-
trischen Test mit folgenden Voraussetzungen:

* Die Daten innerhalb jeder Kategorie — definiert als Kombination aller Stufen aller Faktoren — folgen einer Nor-
malverteilung. Beispiel: Bei einem zweifaktoriellen ANOVA mit je drei Stufen pro Faktor gibt es 32 = 9
Kategorien.

* Die Varianzen dieser Normalverteilungen sind gleich (Varianzhomogenitit bzw. Homoskedastizitit).
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Werden diese Voraussetzungen nicht erfiillt und liegen zudem kleine Stichproben vor, sollte ein mehrfaktorieller AN-
OVA nicht angewendet werden. Ein zusatzliches Problem ist, dass es fiir diesen Fall keinen entsprechenden nicht-
parametrischen Ersatztest gibt. Zwar konnen mit nicht-parametrischen Tests (wie dem Kruskal-Wallis-Test) die Ein-
fliisse der einzelnen Faktoren separat gepriift werden, die wichtige Untersuchung der Interaktion zwischen Faktoren
ist jedoch nicht moglich.

10.3 ANOVA mit Messwiederholungen

In vielen Fragestellungen wird eine abhéngige Variable mehrfach am selben Individuum gemessen (z. B. bei einer
Gruppe, die eine bestimmte Diit verfolgt, wird das verlorene Gewicht nach einem, zwei und drei Monaten erfasst).
Ziel ist es, den Mittelwert der Variable iiber die verschiedenen Messzeitpunkte zu vergleichen, also zu priifen, ob sich
die Variable iiber die Zeit verandert (im Beispiel: Entwicklung des Gewichtsverlusts). Konzeptuell entspricht dies
der Situation bei paarweise gepaarten Messwerten, wie sie etwa mit dem gepaarten t-Test oder dem nichtparametri-
schen Wilcoxon-Test verglichen werden, jedoch liegen hier mehr als zwei gepaarte Messungen pro Individuum vor.
In solchen Fillen verwendet man die ANOVA mit Messwiederholungen.

Diese ANOVA hat wie alle Tests mit gepaarten Daten den Vorteil, dass die Vergleiche innerhalb desselben Individu-
ums (intraindividuell) erfolgen. Dadurch wird die Variabilitét, die zwischen verschiedenen Individuen auftritt, redu-
ziert. Zum Beispiel konnte man das Gewicht in drei verschiedenen Gruppen messen, die alle dieselbe Didt machen,
aber mit unterschiedlichen Alters- oder Geschlechtsverteilungen — das wiirde die Ergebnisse beeinflussen. Mit Mess-
wiederholungen werden alle Messungen innerhalb desselben Individuums verglichen, sodass z.B. Geschlecht, Alter
oder sportliche Aktivitit konstant bleiben. Dadurch werden kleine Unterschiede besser erkennbar.

10.3.1 ANOVA mit Messwiederholungen als zweifaktorieller ANOVA ohne Interaktion
Die ANOVA mit Messwiederholungen kann als zweifaktorieller ANOVA ohne Interaktion berechnet werden, wenn
die Daten entsprechend aufbereitet werden.

Angenommen, es liegen k gepaarte Messungen einer numerischen abhingigen Variable bei n Individuen vor, dann
konnen die Daten wie folgt dargestellt werden:

Individuum VarDep 1 VarDep2 ... VarDepk
Individuum 1z, 4 T e Ty
Individuum 2 x4 4 T o o Ty,
Individuumn  z,, 4 Ty o e Ty g

Diese Daten kdnnen auch in einem “langen” Format angeordnet werden, das sich gut fiir eine zweifaktorielle ANOVA
eignet:

Var Dep Individuum Messzeitpunkt

Ty 1 1
T 2 1
Ty 1 n 1
Ty 1 2
T o 2 2
Ty 2 n 2
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Var Dep Individuum Messzeitpunkt

_
~

L1k
x27k 2 k
Ty k n k

Hier sind Individuum und Messzeitpunkt kategoriale Variablen, die die Gesamtheit der Daten (n x k) in Gruppen
einteilen: n Gruppen fiir Individuen und k& Gruppen fiir Messzeitpunkte. Die Kreuzung der beiden Variablen erzeugt
n X k Gruppen mit jeweils genau einem Messwert.

Die Variabilitdt der abhéngigen Variablen wird aufgeteilt in drei Quellen:

* Variabilitdt durch Messzeitpunkt
e Variabilitit durch Individuum

» Residuale Variabilitét

Eine Interaktion zwischen Messzeitpunkt und Individuum kann hier nicht analysiert werden, da jede Gruppe nur ei-
nen Wert enthilt und somit keine Streuung berechnet werden kann. Daher wird eine zweifaktorielle ANOVA ohne
Interaktion durchgefiihrt, die folgende Tabelle liefert:

Quelle Quadratsumniéreiheitsgrade Mittelquadrat F-Wert p-Wert
Fl1=Mess- SF1 GFl1=k—1 CF1 =2k f1=2<2 P(F >
zeitpunkt f1)

— : S C
F2=Indi- SF2 GF2=n—1 CF2=252 f2=4<2 P(F >
viduum 12)
Residuale SR GR=(n-k)—1— CR=2E

GF1—-GF2

Total ST GT =(n-k)—1

Die Hypothesen, die mit diesem Modell getestet werden, sind:

1. Fiir den Faktor Messzeitpunkt:

H 0 ‘MMesszeitpunkt 1 = HMesszeitpunkt2 = **° = HMesszeitpunkt k
H, :Mindestens ein Mittelwert ist unterschiedlich.

Ist der p-Wert kleiner als das Signifikanzniveau, so gibt es einen signifikanten Effekt der Messzeitpunkte, d.h.,
die Variable @ndert sich iiber die Zeit innerhalb der Individuen.

2. Fiir den Faktor Individuum:

H, 0 ‘Mindividuum 1 — Mindividuum2 — " = Hindividuum n
H, :Mindestens ein Mittelwert ist unterschiedlich.

Ein signifikanter Effekt hier zeigt, dass Individuen sich im Mittel unterschiedlich verhalten. Dies ist jedoch meist
erwartbar und weniger interessant im Kontext der Messwiederholungen.

Falls mindestens eine der Nullhypothesen verworfen wird, empfiehlt sich als ndchster Schritt ein Multiple-Comparison-
Test, z. B. der Bonferroni-Test, um herauszufinden, welche Mittelwerte sich unterscheiden — insbesondere bei den
Messzeitpunkten.
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10.3.1.1 Voraussetzungen der ANOVA mit Messwiederholungen

Wie bei jeder anderen ANOVA gilt auch fiir die ANOVA mit Messwiederholungen:

» Die Daten der abhéngigen Variablen sollten innerhalb jeder Gruppe normalverteilt sein, egal ob die Gruppen
durch die Variable Messzeitpunkt oder durch die Variable Individuum gebildet werden. Da der wichtigste Test
bei der Variable Messzeitpunkt durchgefiihrt wird, ist es besonders wichtig, dass die Verteilungen aller Messzeit-
punkte normal sind.

+ Alle Normalverteilungen sollten die gleiche Varianz aufweisen (Homoskedastizitit), besonders die der verschie-
denen Messzeitpunkte.

Wenn bei einer ANOVA mit Messwiederholungen sowohl Normalitit als auch Homoskedastizitét erfiillt sind, spricht
man von Sphdrizitit der Daten. Es gibt spezielle statistische Tests, um die Sphérizitit zu tiberpriifen, beispielsweise
den Mauchly-Test.

Werden die genannten Bedingungen nicht erfiillt und sind die Stichproben zudem klein, sollte die ANOVA mit Mess-
wiederholungen nicht angewendet werden. Allerdings existiert zumindest ein nichtparametrischer Test, der {iberpriift,
ob es signifikante Unterschiede zwischen den verschiedenen Stufen der Variable Messzeitpunkt gibt: der Friedman-
Test.

10.3.2 ANOVA mit Messwiederholungen + ANOVA mit einem oder mehreren Faktoren

Es gibt viele Fille, in denen neben der Analyse des intraindividuellen Effekts auf eine mehrfach gemessene quantita-
tive abhéngige Variable (ANOVA mit Messwiederholungen) auch qualitative Variablen beriicksichtigt werden sollen,
die vermutlich mit der abhingigen Variable zusammenhingen. Diese qualitativen Variablen fithren zu Effekten, die
iiblicherweise als interindividuelle Effekte klassifiziert werden, die man aber auch als intergruppale Effekte verstehen
kann, da sie Gruppen definieren, zwischen denen eine ANOVA mit einem oder mehreren Faktoren moglich ist.

Beispielsweise konnte man den Gewichtsverlust bei Individuen nach einem, zwei und drei Monaten (ANOVA mit
Messwiederholungen) untersuchen, wobei die Individuen in sechs Gruppen aufgeteilt sind, die sich aus der Kreuzung
zweier Faktoren ergeben: Didt (a, b, c) und Bewegung (niedrig, hoch). Um den Einfluss dieser beiden interindividuellen
Faktoren zu untersuchen, wire eine zweifaktorielle ANOVA mit Interaktion notwendig.

Obwohl die Daten dhnlich wie bei einer zweifaktoriellen ANOVA mit den Faktoren Messzeitpunkt und Individuum
strukturiert werden konnten, um zwei weitere Faktoren (Didt und Bewegung) hinzuzufiigen, ist es unpraktisch, fiir
dasselbe Individuum mehrere Zeilen (eine pro Messzeitpunkt) einzufiigen.

Deshalb erlauben bestimmte Statistikprogramme, wie z. B. PASW (SPSS), ANOVAs mit Messwiederholungen auf
Basis des klassischen Formats (eine Zeile pro Individuum, eine Variable pro Messzeitpunkt). Dabei werden intraindi-
viduelle Faktoren definiert, die alle Messzeitpunkte umfassen, und es konnen interindividuelle Faktoren (Kategorien)
hinzugefiigt werden, die die Antwortvariablen beeinflussen konnen. Zudem kdnnen Interaktionen zwischen den inter-
individuellen Faktoren sowie zwischen inter- und intraindividuellen Faktoren getestet werden.

Diese Verfahren kombinieren somit eine ANOVA mit Messwiederholungen und eine ANOVA mit einem oder mehre-
ren Faktoren, wobei die Daten weiterhin klassisch eingegeben werden kénnen: eine Zeile pro Individuum.

Die Ergebnisse dhneln den zuvor beschriebenen: Es werden ANOVA-Tabellen erzeugt, in denen fiir jeden Faktor (intra-
individuell bzw. Messwiederholung, interindividuell bzw. Kategorien) sowie fiir die Interaktionen p-Werte berechnet
werden.
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10.4 Kovarianzanalyse: ANCOVA

Die Kovarianzanalyse (ANCOVA) ist eine Erweiterung der ANOVA (sei es einfaktorielle, mehrfaktorielle oder mit
Messwiederholungen), die es erlaubt, den Einfluss aller kategorialen unabhingigen Variablen (Faktoren) und der Mess-
wiederholungen auf die quantitative abhéngige Variable zu analysieren, dabei aber zusétzlich den Effekt anderer quan-
titativer unabhéngiger Variablen auf die Antwortvariable zu eliminieren. Diese unabhéngigen Variablen, deren Effekt
kontrolliert oder herausgerechnet werden soll, nennt man Kovariablen oder Kovariate, da man erwartet, dass sie mit
der abhingigen Variable kovariieren, also korreliert sind.

Die detaillierte Durchfiihrung einer ANCOVA geht iiber den Rahmen dieser Ubung hinaus, die Grundidee ist aber ein-
fach: Man kann eine Regressionsanalyse der abhingigen Variable in Abhingigkeit von der Kovariablen (oder mehreren
Kovariablen) durchfiihren und den Teil der Variabilitit der abhidngigen Variable, der durch die Kovariable erklért wer-
den kann, eliminieren. Dies geschieht, indem man mit den Residuen des Regressionsmodells arbeitet anstatt mit den
Originaldaten. AnschlieBend wird eine ANOVA mit einem oder mehreren Faktoren, auch mit Messwiederholungen,
auf den Residuen durchgefiihrt.

Das Endergebnis der ANCOVA ist eine Tabelle, die der der ANOVA sehr dhnlich ist, aber mit zusétzlichen Zeilen flir
jede Kovariable. Diese Zeilen zeigen, wie viel Variabilitit durch jede Kovariable erklart wird, sowie deren zugehdrigen
p-Wert. Dieser p-Wert beantwortet die Frage, ob die Kovariable notwendig ist, um die abhidngige Variable zu erkldren
(technisch ausgedriickt: ob die Steigung der Regressionsfunktion der unabhingigen Variable in Abhingigkeit von der
Kovariable gleich Null sein kann oder nicht). In der ANCOVA-Tabelle gibt es keine zusétzliche Zeile fiir die mogliche
Interaktion zwischen Kovariable und den verschiedenen interindividuellen Faktoren, weil ein ANCOVA-Modell bei
vorhandener Interaktion nicht sinnvoll ist: Der Effekt des Faktors konnte nicht geschétzt werden, da er vom konkreten
Wert der Kovariablen abhingt, welche als kontinuierliche Variable unendlich viele Werte annimmt. Dadurch gébe es
unendlich viele verschiedene Effekte des Faktors und kein eindeutiger p-Wert.

Allerdings enthilt die Tabelle eine Zeile fiir die Interaktion jedes intraindividuellen Faktors mit jeder Kovariable, da
jeder intraindividuelle Faktor aus mehreren quantitativen Variablen besteht, die in der Regression unterschiedliche
Steigungen in Abhéngigkeit von der Kovariable aufweisen kdnnen.

Wenn bei einer ANOVA zur Uberpriifung des Einflusses verschiedener Faktoren auf eine quantitative Antwortvaria-
ble meist ein Mittelwertdiagramm verwendet wird, zeigt sich bei der ANCOVA der Effekt der Kovariablen auf die
Antwortvariable durch ein Punktwolken-Diagramm der Antwortvariable in Abhingigkeit von der Kovariablen. Die-
ses wird je nach Grad der linearen Korrelation zwischen beiden mehr oder weniger linear aussehen. Zudem lasst sich
erahnen, ob ein bestimmter Faktor nach Herausrechnung des Einflusses der Kovariablen noch einen Einfluss auf die
Antwortvariable hat:

* Wenn die Punktwolke durch eine einzige Gerade mit Null-Steigung gut beschrieben werden kann, unabhin-
gig von den Faktorstufen, bedeutet dies, dass weder die Kovariable noch der Faktor signifikant sind, um die
Antwortvariable zu erkléren.

* Wenn die Punktwolke durch eine einzige Gerade mit nicht null Steigung gut beschrieben werden kann, unabhan-
gig von den Faktorstufen, bedeutet dies, dass die Kovariable signifikant ist, der Faktor aber nicht. Denn nach
Herausrechnung des Einflusses der Kovariablen (also wenn man die Residuen der Anfangsregression betrach-
tet) gibt es keine Unterschiede zwischen den Faktorstufen (die Punkte der verschiedenen Kategorien liegen auf
gleicher Hohe).

Zum Beispiel zeigt die folgende Abbildung das Ergebnis eines Experiments, bei dem die verlorenen Kilogramm
von Personen gemessen wurden, die zwei verschiedene Didten befolgten. Als Kovariable wurde der Body-Mass-
Index (BMI) beriicksichtigt, der ebenfalls Einfluss auf den Gewichtsverlust haben kdnnte, aber bei der Gruppen-
einteilung nicht kontrolliert wurde. Die Gruppe mit Diét 2 hat im Mittel einen héheren BMI als die Gruppe mit
Diét 1. Laut Abbildung scheint es signifikante Unterschiede im Gewichtsverlust zwischen den Didten zu geben
(Diét 2 fiihrt zu mehr Gewichtsverlust), aber tatsdchlich ist der Unterschied auf die Kovariable zuriickzufiihren.
Wird der Effekt der Kovariablen eliminiert (also die Steigung der Geraden auf 0 gesetzt), hitten beide Gruppen

181 von 187



10 VARIANZANALYSEN

Gewichtsverlust (kg)

etwa gleich viel Gewicht verloren. Das bedeutet, dass bei gleichem BMI Diét 2 nicht zu mehr Gewichtsverlust
fiihrt.

Kovariable signifikant, Faktor nicht signifikant

20

e Diat1 o o ¢

I I I I I I I
20 22 24 26 28 30 32

Body—-Mass-Index (BMI)

» Wenn die Punktwolke durch mehrere Geraden mit Null-Steigung, eine pro Faktorstufe, gut beschrieben wird,
ist die Kovariable nicht signifikant, aber der Faktor schon.

» Wenn die Punktwolke durch Geraden mit gleicher, nicht null Steigung, eine pro Faktorstufe, beschrieben wird
und mindestens eine Gerade sich von den anderen unterscheidet (mindestens eine Faktorstufe ist verschoben),
sind sowohl Kovariable als auch Faktor signifikant bei der Erklarung der abhéngigen Variable.

Zum Beispiel zeigt die folgende Abbildung das Ergebnis eines dhnlichen Experiments wie oben: Gewichtsver-
lust in Abhéngigkeit von Diét und Kovariable BMI, die bei der Gruppeneinteilung nicht kontrolliert wurde (die
Gruppe mit Diit 2 hat einen hoheren BMI). Die Grafik deutet sogar auf signifikante Unterschiede im Gewichts-
verlust hin, sodass die Didt 2 mehr Gewichtsverlust verursachen wiirde, was aber alles auf die Kovariable zu-
riickzufiihren ist. Nach Eliminierung des Kovariablen-Effekts ist der Gewichtsverlust der Diét-1-Gruppe grofler
(wenn die Steigung der Geraden entfernt wird, liegen die Punkte der Didt 1 hoher).
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Gewichtsverlust (kg)

Kovariable und Faktor signifikant

e Diat 1 ¢
e Diit 2

I I I I I I I
20 22 24 26 28 30 32

Body—Mass-Index (BMI)
* Wenn die Punktwolke durch unterschiedliche Geraden, eine pro Faktorstufe, mit unterschiedlichen, nicht null

Steigungen beschrieben wird, deutet dies auf eine Interaktion zwischen Kovariabler und Faktor hin, und es sollte
kein ANCOVA-Modell verwendet werden.
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